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Kit meanwhile had begun to frequent the Applied Mechanics Institute. Since Prandtl's recent dis- 
covery of the boundary layer, things over there had been hopping, with intense inquiry into matters 
of lift and drag, powered flight poised like a new-feathered bird at the edge of history. Kit had 
not thought much about aerodynamics since his brainless sojourn in the Vibe embrace, when in the 
course of golfing parties out on Long Island he had become acquainted with the brambled guttie, a 
gutta-percha ball systematically roughened away from the perfectly spherical by molding little knobs 
all over the surface area. What he could not help noticing then, even though he was not all that crazy 
for the game, so inordinately populated by the likes of Scarsdale Vibe, was a particular mystery of 
flight — the undeniable lift of heart in seeing a struck ball — a tee shot especially — suddenly go into 
a steep ascent, an exhilarated denial of gravity you didn't have to be a golfer to appreciate. There 
being enough otherworldliness out on the links already. Finding himself more and more drawn to 
the microcosm on the other side of the Biirgerstrafie, Kit soon understood that the brambling of the 
golf-ball surface had been a way to keep the boundary layer from detaching and falling apart into 
turbulence which would tend to drag the ball down, denying it its destiny in the sky. When he 
mentioned this in conversations at the saloons along the Brauweg frequented by engineering and 
physics students, some immediately suggested implications for the Earth, a brambled spheroid on 
the grand scale, in its passage through the Either, being lifted not in the third dimension but on a 
euphoric world-line through Minkowski's "four-dimensional physics." 
"What happened to vectorism?" Yashmeen teased. 

"There are vectors," Kit replied, "and vectors. Over in Dr. Prandtl's shop, they're all straightfor- 
ward lift and drift, velocity and so forth. You can draw pictures, of good old three-dimensional space 
if you like, or on the Complex plane, if Zhukovsky's Transformation is your glass of tea. Flights of 
arrows, teardrops. In Geheimrat Klein's shop, we were more used to expressing vectors without 
pictures, purely as an array of coefficients, no relation to anything physical, not even space itself, 
and writing them in any number of dimensions — according to Spectral Theory, up to infinity." 

"And beyond," added Giinther, nodding earnestly. 

In Hilbert's class one day, she raised her hand. He twinkled at her to go ahead. "Herr Geheimrat — " 
'"Herr Professor' is good enough." 
"The nontrivial zeroes of the ^-function..." 
"Ah." 

She was trembling. She had not had much sleep. Hilbert had seen that sort of thing before, and 
rather a good deal of it since the turn of the century — since his own much-noted talk at the Sor- 
bonne, he supposed, in which he had listed the outstanding problems in mathematics which would 
be addressed in the coming century, among them that of the zeroes of the ^-function. 

"Might they be correlated with eigenvalues of some Hermitian operator yet to be determined?" 

The twinkle, as some reported later, modulated to a steady pulsation. "An intriguing suggestion, 
Fraulein Halfcourt." Usually he addressed her as "my child." "Let us consider why this should 
be so." He peered, as if she were an apparition he was trying to see more clearly. "Apart from 
eigenvalues, by their nature, being zeroes of some equation," he prompted gently. 

"There is also this... spine of reality." Afterward she would remember she actually said "Riickgrat 
von Wirklichkeit." "Though the members of a Hermitian may be complex, the eigenvalues are real. 
The entries on the main diagonal are real. The ^-function zeroes which lie along Real part = 1/2, are 
symmetrical about the real axis, and so..." She hesitated. She had seen it, for the moment, so clearly. 

"Let us apply some thought," said Hilbert. "We will talk about this further." But she was to leave 
Gottingen shortly after this, and they would never have the chance to confer. As years passed, she 
would grow dim for Hilbert, her words those of an inner sprite too playful to frame a formal propo- 
sition, or to qualify as a fully habilitated Muse. And the idea itself would evolve into the celebrated 
Hilbert-Polya Conjecture. 

T. Pynchon, Against the Day, p. 678-679, 2006. 
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Avant-propos 



Si G est un groupe fini et si V est urte representation lineaire complexe et de dimension 
finie de G, la theorie de Schur permet de decomposer de maniere unique V en somme directe 
de modules irreductibles. Ainsi, 

V-cg ® n A V\ 

AeG 

ou G est I'ensemble (fini) des classes d'isomorphismes de CG-modules simples, et ou les n\ 
sont des entiers positifs ou nuls. Ce resultat bien connu peut etre reinterprete de maniere 
probabiliste : toute representation (reductible et non reduite a 0) V de G fournit une mesure 
de probability sur G — la mesure de Plancherel de V, voir la definition 3.2 — definie par 

P,[A6G]: MAdimyA 



dimV 



Considerons alors une famille croissante de groupes finis (G n )„^, et une famille « naturelle » 
de representations (V n ) n eN de ces groupes — par exemple, on peut prendre V n = CG„. La 
theorie asymptotique de ces representations est I'ensemble des resultats qui permettent de 
repondre aux questions suivantes : 

1. A-t-on des resultats de convergence pour les variables aleatoires A S G„ tirees suivant 
les mesures Py H ? Par exemple, si g est un element d'un groupe G n et si A est tire au 
hasard suivant la mesure Py N> „ , que dire de la variable aleatoire 

x\g), 

ou x A es t le caractere irreductible associe a la classe d'isomorphismes de CGjv-modules 
simples A ? 

2. Plus generalement, sans fixer de famille de representations (Vjj)neN/ comment exprimer 
simplement un caractere irreductible x A {g) avec ^ £ Gm et N grand, et g fixe dans un 
groupe G„^n ? Quels sont les liens entre les representations des « grands » groupes G^, 
N tendant vers l'infini, et les representations de la limite inductive Goo = lim^oo G„ ? 

3. Les centres Z(CG n ) des algebres des groupes G n ont-ils des proprietes communes? En 
particulier, les classes de conjugaison verifient-elles des relations « generiques », c'est-a- 
dire independantes de la taille n du groupe ? 

A partir des annees 60, et suite au developpement de l'analyse harmonique abstraite sur 
les groupes infinis et aux articles precurseurs [FH59] et [Tho64], une theorie asymptotique 
des representations a ete demontree pour la famille des groupes symetriques (& n )neN- Les 
elements de & n sont les partitions de taille n (voir le chapitre 1), c'est-a-dire les suites decrois- 
santes d'entiers A = (Ai ^ • • • ^ A, ) telles que 

Ai + A 2 H h A r = n ; 



v 



par consequent, toute representation de 6 n fournit un modele de partition aleatoire, i.e., une 
mesure de probability sur l'ensemble des partitions de taille n. Les travaux de Kerov et Vershik 
([KV77, KV81, Ker93a]) ont montre que sous les mesures de Plancherel des representations 
regulieres des groupes &,„ les partitions d'entiers etaient concentrees gaussiennement autour 
d'une « forme limite » (theoremes 3.3 et 3.4). 

Les motivations de la theorie asymptotique des representations sont multiples, et au cours 
des deux dernieres decennies, des liens ont ete etablis entre cette theorie et la theorie des ma- 
trices aleatoires (cf [BOO00, Okooo]), le probleme d'Ulam des plus longs sous-mots croissants 
dans un mot aleatoire ([BDJ99, BDJoo, Johoi]), les probabilites libres (voir [Bia98]), les pavages 
et les surfaces aleatoires (voir [OR03]), et meme la theorie de Gromov-Witten ([Okoo3b]) et les 
equations aux derivees partielles hydrodynamiques ([Ker93b, Ker99]). Retenons trois motiva- 
tions essentielles : 

1. La mesure de Plancherel d'un G-module est evidemment importante pour l'analyse 
harmonique abstraite sur le groupe G. Ainsi, en connaitre les proprietes apporte un 
point de vue nouveau (probabiliste) sur la theorie des representations de G. Par exemple, 
dans le cas du groupe symetrique, ce nouveau paradigme a pousse Ivanov, Kerov et 
Olshanski a construire l'algebre des permutations partielles ([IK99, IO02]), que Ton peut 
aussi interpreter comme algebre d'observables des partitions d'entiers (cf les chapitres 
2 et 12), et qui apporte une explication simple a de nombreux resultats sur la structure 
des (centres des) algebres des groupes symetriques. Dans ce memoire, outre le groupe 
symetrique, nous serons amene a etudier les groupes de Lie classiques sur les corps 
finis ; leur theorie des representations est nettement plus complexe (voir le chapitre 6), 
et on peut esperer que l'approche probabiliste simplifie sa comprehension, ou du moins 
apporte de nouvelles idees dans ce domaine (voir par exemple les resultats du chapitre 
12, et le paragraphe 13.4). 

2. Les mesures de Plancherel des representations des groupes classiques ont souvent des 
interpretations combinatoires. En particulier, en utilisant l'algorithme RSK (cf. §3.1), Lo- 
gan, Shepp, Kerov et Vershik ([LS77, KV77]) ont ramene le probleme des plus longs 
sous-mots croissants dans une permutation aleatoire a l'etude asymptotique des me- 
sures de Plancherel des representations regulieres des groupes symetriques, et ainsi 
resolu le probleme d'Ulam. On peut done esperer resoudre des problemes purement 
combinatoires a l'aide de la theorie asymptotique des representations ; par exemple, les 
resultats que nous avons obtenus sur les ^-mesures de Plancherel peuvent etre enonces 
en termes de statistiques des permutations aleatoires distributes suivant un potentiel 
proportionnel a leur indice majeur (corollaires 8.6 et 8.8). 

3. Les methodes employees et les resultats obtenus en theorie asymptotique des repre- 
sentations sont a rapprocher des methodes et des resultats de la theorie des matrices 
aleatoires. Ces similarites seront evoquees en detail dans les chapitres 4 et 5 ; il est 
tres difficile d'etablir un lien direct entre ces deux sujets (la meilleure tentative est pro- 
bablement l'article d'Okounkov [Okooo]), mais on retrouve les memes lois limites, les 
memes processus ponctuels determinantaux, les memes processus gaussiens, etc. de part 
et d'autre. Ainsi, les modeles de partitions aleatoires issus de la theorie (asymptotique) 
des representations doivent etre envisages comme des analogues discrets des modeles 
de matrices aleatoires, et une avancee dans l'un des domaines peut donner de nouvelles 
idees pour resoudre les problemes de l'autre. 



Au cours de cette these, nous avons etabli des resultats analogues aux resultats asympto- 
tiques classiques pour les mesures de Plancherel des representations regulieres des groupes 
symetriques, mais pour d'autres families de groupes finis, et pour d'autres families de re- 
presentations des groupes symetriques. Compte tenu de la classification des groupes finis 
simples, les families interessantes qui viennent immediatement apres la famille (6 n )neN sont 
les families de groupes de Chevalley classiques 

(GL(n,F ? )) BeN , (U(n,F g2 )) nG iN, (Sp(2n,F 9 )) neN/ (0(n,F 9 )) neN/ etc. 

Ainsi, nous nous sommes essentiellement penches sur le cas des groupes finis de matrices 
GL(n,F 1? ), et nous avons etudie des families de representations de ces groupes qu'on peut 
voir comme ^-deformations des representations regulieres & n r\ C<3„ (chapitre 6 a 8). Plus 
precisement, nous avons etabli des resultats de concentration gaussienne pour les q-mesures 
de Plancherel (theoremes 8.5, 8.7 et 8.15), qui sont les mesures de probabilite associees aux 
representations 

GL(n,F ? ) rxC[F(n,W q )], 

ou T{n,¥q) = GL(n, F (? )/B(n, F ? ) designe la variete des drapeaux complets de taille n sur le 
corps Fq (voir [FM10, Meiob]). En realite, on retrouve ces phenomenes de concentration gaus- 
sienne dans un contexte beaucoup plus general, a savoir celui des modules sur un groupe de 
Chevalley fini obtenus par induction parabolique a partir d'un caractere cuspidal d'un sous- 
groupe de Levi rationnel (chapitre 9). On a en particulier etabli un resultat de concentration 
gaussienne pour l'analogue en type B du cas precedemment expose (theoremes 9.7 et 9.8), 
c'est-a-dire pour les representations 

Sp(2n,F i? )rvC[^ B (n / F 9 )] / 

ou J-" B (n,F ? ) = Sp(2n,F (? )/BSp(2n,F (J ) designe la variete des drapeaux totalement aniso- 
tropes complets de taille n sur le corps F ? (dans un espace symplectique de dimension In). 

Incidemment, cette theorie asymptotique des representations des groupes de Chevalley 
finis peut etre reinterpretee en termes de representations des groupes symetriques, ou plus 
precisement en termes de representations des algebres d'Hecke des groupes symetriques (et 
des autres groupes de Coxeter classiques). C'est ce point de vue qui nous a permis d'adap- 
ter les arguments de Kerov et Vershik, et d'etablir nos resultats de concentration gaussienne. 
Ainsi, les modeles algebriques presentes ci-dessus constituent de nouveau des modeles de 
partitions aleatoires. Les partitions d'entiers sont des objets sont de nature geometrique pla- 
naire, et elles peuvent etre etudiees a l'aide d'une algebre d'observables modelee sur l'algebre 
des fonctions symetriques ([IO02] ; chapitre 2). Cette algebre & est l'analogue pour l'ensemble 
*3/ de toutes les partitions d'entiers de l'algebre des fonctions rationnelles pour une variete 
algebrique ; ainsi, ses elements sont les fonctions « polynomiales » des partitions. Elle permet 
de traiter avec le meme formalisme : 

- les representations regulieres des groupes symetriques (chapitre 3), 

- les representations des groupes GL(n,F ? ) sur les modules C[J-"(n,F ? )] (chapitre 8), 

- les representations de Schur-Weyl des groupes symetriques sur des produits tensoriels 
(chapitre 10), 

- et les modeles de Gelfand des groupes symetriques (chapitre 11). 



Concernant les representations de Schur-Weyl, nous sommes parvenus a preciser les resultats 
de P. Biane ([Biaoia]), et nous avons montre que le theoreme central limite de Kerov etait 
egalement valable dans ce contexte (cf. [Meioc] et le chapitre 10), a une translation pres le long 
de l'axe des abscisses. Ce resultat de concentration gaussienne des formes des diagrammes de 
Young est aussi valable pour les mesures de Gelfand des groupes symetriques (cf. [Meioa] et 
le chapitre 11), et possede ainsi un caractere universel. 

Nous avons mentionne ci-dessus que l'outil principal de notre etude asymptotique etait 
l'algebre G des observables, dont les esperances jouent un role similaire pour les partitions 
aleatoires au role joue par les moments pour des variables aleatoires reelles. Or, l'algebre & se 
revele etre isomorphe a une sous-algebre commutative de l'algebre d'lvanov-Kerov des per- 
mutations partielles, que Ton peut voir comme une limite projective des algebres des groupes 
symetriques. Cette algebre permet de demontrer des identites generiques dans les algebres 
des groupes symetriques, c'est-a-dire des identites independantes de la taille n du groupe 
symetrique. Nous avons tente de generaliser cette construction au cas d'autres algebres, no- 
tamment les algebres d'Hecke Jt? q (&„) et les algebres des groupes lineaires finis GL(n,F <; ) ; 
en particulier, nous avons demontre l'analogue pour les centres des algebres d'Hecke d'un 
theoreme de Farahat et Higman (cf. [Meiod]). Toutes ces constructions rentrent dans le cadre 
extremement general et quelque peu bourbakiste des fibres de semi-groupes par des semi- 
treillis. Dans ce meme contexte, on peut formaliser des problemes combinatoires sur les per- 
mutations, par exemple le probleme des nombres de Hurwitz. 

* * * 

La premiere partie de ce memoire rappelle les resultats connus en theorie asymptotique 
des representations pour les groupes symetriques. Nous avons pris la liberte de rediger un 
expose complet de cette theorie 1 ; ainsi, le lecteur pourra comprendre l'origine des outils 
employes pour l'etude asymptotique des algebres d'Hecke et des groupes lineaires finis, et il 
aura une idee de l'etendue des resultats qu'on peut esperer obtenir dans ce nouveau cadre. 
Les chapitres 1 a 5 ne contiennent done aucun resultat nouveau, mais leur lecture rendra 
nettement plus naturels les raisonnements des chapitres ulterieurs. 

La seconde partie du memoire est consacree a la theorie asymptotique des representa- 
tions des groupes de Chevalley finis sur leurs varietes de drapeaux. La combinatoire des 
representations de ces groupes est hautement non triviale (notamment pour un lecteur proba- 
biliste) ; nous rappelons done cette theorie dans le chapitre 6, et nous y traitons en detail le cas 
des groupes GL(n,F^). Les chapitres 7^9 sont consacres au coeur du probleme, c'est-a-dire 
l'etude asymptotique des ^-mesures de Plancherel ; en particulier, on y demontre les resultats 
asymptotiques 8.5, 8.7, 8.15, 9.7 et 9.8, qui sont les analogues des resultats de Kerov et Vershik 
pour le groupe symetrique. 

Dans la troisieme partie, nous adaptons les outils utilises pour l'etude des mesures de 
Plancherel et des ^-mesures de Plancherel au cas des mesures de Schur-Weyl et des mesures 
de Gelfand. Ainsi, le chapitre 10 est consacre aux mesures de Schur-Weyl, qui en fonction des 
valeurs de leurs parametres exhibent trois regimes asymptotiques distincts ; nous demontrons 
en particulier les theoremes 10.15 et 10.22. Dans le chapitre 11, nous etudions une autre fa- 
mille de representations des groupes symetriques, les modeles de Gelfand ; leurs proprietes 
combinatoires sont liees a l'enumeration des racines carrees dans les groupes symetriques. 



1. Un expose semblable est donne par A. Hora dans [H01-07]. 



Enfin, la derniere partie est consacree aux generalisations de la construction d'lvanov- 
Kerov ([IK99]) et du theoreme de Farahat et Higman ([FH59]). Dans le chapitre 12, on de- 
montre un analogue de ce theoreme pour les elements de Geck-Rouquier dans les centres 
des algebres d'lwahori-Hecke de type A ([Meiod]). Dans le chapitre 13, on montre que les 
constructions a la Ivanov-Kerov rentrent dans le cadre des fibres de semi-groupes, et on ap- 
plique ces notions au probleme des nombres de Hurwitz. II est vraisemblable qu'un theoreme 
de type Farahat-Higman soit valable dans le contexte des centres des algebres des groupes 
GL(n,Fg) ; on explique cette conjecture a la fin du chapitre 13. Le schema qui suit resume 
le plan que nous venons de dresser, et indique les prerequis logiques a la lecture de chaque 
chapitre. 



Chapitre 1. Permutations, partitions, 
representations du groupe symetrique. 



f 

Chapitre 2. Observables de diagrammes. 



Chapitre 6. Groupe lineaire fini. 



Chapitre 3. Mesure de Plancherel. 



Chapitre 4. Groupe symetrique infini, 
processus ponctuels determinantaux. 



Chapitre 5. Matrices et 
permutations aleatoires. 



Chapitre 7. Algebres d'Hecke. 



Chapitre 8. ^-mesure de Plancherel. 



Chapitre 9. Mesures 
d'induction parabolique. 



Chapitre 10. Mesures 
de Schur-Weyl. 






Chapitre 11. Mesures 
de Gelfand. 





Chapitre 13. Fibres de semi-groupes 
et limites projectives d'algebres de groupes. 



Chapitre 12. Algebre 
d'Hecke-Ivanov-Kerov. 



Foreword 



If G is a finite group and V is a finite-dimensional complex linear representation of G, the 
Schur theory allows to decompose V in a unique way as a direct sum of irreducible modules. 
Hence, 

^-cg ® n A V\ 

AeG 

where G is the set of isomorphism classes of simple CG-modules, and the n/s are non- 
negative integers. This well-known result can be restated with a probabilistic point of view: 
any (reducible and non-zero) representation V of G yields a probability measure on G — the 
so-called Plancherel measure of V, see Definition 3.2 — that is defined by 

P,[A6G]: ^ dimyA 



dimV 



Then, let us consider an increasing family of groups (G n ) ne f$, and a "natural" family of rep- 
resentations of these groups (Vjj)neN — f° r instance, one can take V n = CG„. The asymptotic 
theory of these representations is the set of results related to the following questions: 

1. Does one observe convergence phenomena for the random variables A G G n picked 
according to the measures Py„? For instance, if g is in some group G„ and A is chosen 
randomly according to the distribution Py N>tI , how does the random variable 

x\g) 

behave, where x A is the irreducible character associated to the isomorphism class of 
simple CGw-modules A? 

2. More generally and without fixing a family of representations (V n )neN/ can one exprime 
in a simple way the irreducible character value X A {§)' with g fixed in some group G n , 
and A G Gn with N ^ n? Can one relate the representations of the "big" groups Gn 
where N goes to infinity, and the representations of the inductive limit Goo = lim ;co G n ? 

3. Do the centers Z(CG„) of the group algebras of the G n 's share some properties? In par- 
ticular, do the conjugacy classes satisfy some "generic" identities, that is to say, identities 
that do not depend on the size n of the group? 

From the 60s, and following the development of abstract harmonic analysis on infinite groups 
and the precursor papers [FH59] and [TI1064], an asymptotic representation theory has been 
proved for the family of symmetric groups (6n)neN- The elements of & n are the partitions of 
size n (see Chapter 1), that is to say, the non-increasing sequences of integers A = (Ai ^ • • • ^ 
A r ) such that 

Ai + A 2 H h A r = n ; 
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consequently, any representation of & n yields a model of random partition, i.e., a probability 
measure on the set of partitions of size n. Kerov and Vershik ([KV77, KV81, Ker93a]) have 
shown that under the Plancherel measures of the regular representations of the groups & n , 
the partitions exhibit a gaussian concentration around a "limit shape" (Theorems 3.3 and 3.4). 

The motivations of asymptotic representation theory are numerous, and during the two 
last decades, connections have been established between this theory and random matrix the- 
ory (cf. [BOO00, Okooo]), Ulam's problem of longest increasing subsequences in random 
words ([BDJ99, BDJoo, Johoi]), free probability (see [Bia98]), random tilings and random sur- 
faces (see [OR03]), and even Gromov-Witten theory ([Okoo3b]) and hydrodynamic partial 
differential equations ([Ker93b, Ker99]). Let us put emphasis on three essential motivations: 

1. The Plancherel measure of a G-module is obviously important in the setting of abstract 
harmonic analysis on the group G. Thus, a good knowledge of its properties provides a 
new (probabilistic) point of view on the representation theory of G. For example, in the 
case of the symmetric group, this new paradigm lead Ivanov, Kerov and Olshanski to 
construct the algebra of partial permutations ([IK99, IO02]), that can also be interpreted 
as an algebra of observables of integer partitions (cf. Chapters 2 and 12), and that 
provides simple explanations to numerous results on the structure of the (centers of the) 
algebras of the symmetric groups. In this thesis, in addition to the symmetric group, 
we shall study the classical Lie groups over finite fields; their representation theory 
is substantially more complex (see Chapter 6), and one can hope that the probabilist 
approach will simplify its understanding, or at least bring new ideas in this domain (see 
for instance the results of Chapter 12, and Paragraph 13.4). 

2. The Plancherel measures of the representations of the classical groups often have com- 
binatorial interpretations. In paticular, by using the RSK algorithm (cf. §3.1), Logan, 
Shepp, Kerov and Vershik ([LS77, KV77]) have reduced the problem of longest increas- 
ing subsequences in a random permutation to the asymptotic study of the Plancherel 
measures of the regular representations of the symmetric groups, thus solving Ulam's 
problem. So, one can hope to solve pure combinatorial problems thanks to asymptotic 
representation theory; for instance, the results that we have obtained for the ^-Plancherel 
measures can be stated in terms of statistics of random permutations distributed accord- 
ing to a potential proportional to their major index (Corollaries 8.6 and 8.8). 

3. The methods and the results of asymptotic representation theory should be related to 
those of random matrix theory. These similarities will be explained in detail in Chapters 
4 and 5; it is very difficult to establish a direct link between these two subjects (the best 
attempt is probably Okounkov's article [Okooo]), but one observes the same limiting 
distributions, the same determinantal point proceses, the same gaussian processes, etc. 
on both sides. Hence, the models of random partitions stemming from (asymptotic) rep- 
resentation theory should be thought of as discrete analogues of the models of random 
matrices, and a breakthrough in one domain should bring new ideas in order to solve 
problems on the other side. 

* * * 

During this thesis, we have established results that are analog to the classical asymptotic 
results regarding the Plancherel measures of the regular representations of the symmetric 



groups, but for other families of finite groups, and for other families of representations of the 
symmetric groups. According to the classification of finite simple groups, the next interesting 
examples after the family (& n ) n eN are the families of Chevalley groups of classical type: 

(GL(n,F 9 )) neN , (U(n,F 9 2)) MG]N , (Sp(2n,F (? ))„ eN , (0(n,F 9 ))„ GN , etc. 

We have focused mainly on the case of groups of matrices GL(n,F ? ), and we have studied 
families of representations of these groups that can be seen as ^-deformations of the (left) 
regular representations &„ rv C&„ (Chapters 6 to 8). More precisely, we have established the 
gaussian concentration of the q-Plancherel measures (Theorems 8.5, 8.7 and 8.15), which are 
the probability measures related to the representations 

GL(n,F,) rxC[F(n,W q )], 

where J-"(n,Fa) = GL(n, Fq)/B(n, F«) is the variety of complete flags of size n over the finite 
field Fq (see [FM10, Meiob]). In fact, these phenomena of gaussian concentration occur in a 
much broader context, namely, for modules over finite Chevalley groups that are obtained by 
parabolic induction from a cuspidal character of a rational Levi subgroup (Chapter 9). For 
instance, we have shown that gaussian concentration holds for the analogues in type B of the 
^-Plancherel measures (Theorems 9.7 and 9.8), i.e., for the representations 

Sp(2n / F (? )rvC[JF B (n,F ? )], 

where J-" B (n,Fq) = Sp(2n,F ? )/BSp(2n,F (J ) is the variety of totally anisotropic complete flags 
of size n over F ? (in a symplectic vector space of dimension 2n). 

Incidentally, this asymptotic representation theory for finite Chevalley groups can be re- 
stated for the representations of the symmetric groups, or more precisely, for the representa- 
tions of the Hecke algebras of the symmetric groups (and the other classical Coxeter groups). 
We have adopted this point of view in order to adapt the arguments of Kerov and Vershik, and 
to prove our results of gaussian concentration. Hence, the aforementioned algebraic models 
become again models of random partitions. The integer partitions are objects of planar geo- 
metric nature, and they can be studied thanks to an algebra of observables that is built on the 
model of the algebra of symmetric functions ([IO02]; Chapter 2). This algebra is the analog for 
the set <3/ of all integer partitions of the algebra of rational functions on an algebraic manifold; 
hence, its elements are the "polynomial" functions of partitions. It enables to treat with the 
same formalism: 

- the regular representations of the symmetric groups (Chapter 3), 

- the representations of the groups GL(n, F ? ) on the modules C[J 7 (n,F (? )] (Chapter 8), 

- the Schur-Weyl representations of symmetric groups on tensor products (Chapter 10), 

- and the Gelfand models of symmetric groups (Chapter 11). 

Regarding the Schur-Weyl representations, we were able to precise the results of P. Biane 
([Biaoia]), and we have shown that Kerov's central limit theorem holds also in this setting 
(cf. [Meioc] and Chapter 10), up to a translation along the x-axis. This result of gaussian 
concentration of the shapes of the Young diagrams holds also for the Gelfand measures of the 
symmetric groups (cf. [Meioa] and Chapter 11), so it has a character of universality. 

As mentioned previously, the main tool of our asymptotic study is the algebra & of ob- 
servables, whose expectations play a similar role for random partitions as the moments for 



real random variables. It turns out that is isomorphic to a subalgebra of the Ivanov-Kerov 
algebra of partial permutations, that can be seen as a projective limit of the group algebras of 
the symmetric groups. This algebra can be used to show generic identities in the symmetric 
group algebras, that is to say, identities that are independent of the size n of the symmetric 
group. We have tried to generalize this construction to the case of other algebras, e.g. the 
Hecke algebras J^(& n ) and the group algebras of the finite linear groups GL(n,F 9 ); in par- 
ticular, we have shown an analogue of a theorem of Farahat and Higman for the centers of 
the Hecke algebras (cf. [Meiod]). All these constructions can be understood in the extremely 
general and Bourbaki-like setting of semilattice bundles over semigroups. In the same con- 
text, one can formalize combinatoric problems on permutations, for instance the problem of 
Hurwitz numbers. 

* * * 



In the first part of this thesis, we recall the results that are known in asymptotic represen- 
tation theory of symmetric groups. We have chosen to write a complete survey 1 of this theory, 
so that the reader can understand the origin of the tools used in the asymptotic representation 
theory of Hecke algebras and finite linear groups. He should also have a clear idea of the kind 
of results that one can hope to establish in this new setting. Hence, Chapters 1 to 5 do not 
contain any new result, but they are intented to make the arguments of the ulterior chapters 
much more natural. 

The second part of this thesis is devoted to the asymptotic theory of the representations 
of the finite Chevalley groups on their flag varieties. The combinatoric properties of the 
representations of these groups are highly non trivial (especially for a probabilist reader), so 
we recall this theory in Chapter 6, and we treat in detail the case of the groups GL(n,F ? ). 
Chapters 7 to 9 are devoted to the heart of the problem, that is to say the asymptotic study of 
the ^-Plancherel measures; in particular, we prove the asymptotic results 8.5, 8.7, 8.15, 9.7 and 
9.8, which are the analogues of the results of Kerov and Vershik for the symmetric groups. 

In the third part, we adapt the tools used for the study of the Plancherel and ^-Plancherel 
measures to the case of Schur-Weyl and Gelfand measures. Thus, Chapter 10 is devoted to 
Schur-Weyl measures, which according to the values of their parameters exhibit three dis- 
tinct asymptotic behaviours; we prove notably Theorems 10.15 and 10.22. In Chapter 11, we 
study another family of representations of the symmetric groups, the Gelfand models; their 
combinatorics are related to the enumeration of square roots in the symmetric groups. 

Finally, the last part of this thesis presents some generalizations of the construction of 
Ivanov and Kerov ([IK99]) and of Farahat-Higman's theorem ([FH59]). In Chapter 12, we 
show an analogue of this theorem for Geck-Rouquier elements in the centers of the Iwahori- 
Hecke algebras of type A ([Meiod]). In Chapter 13, we see that the constructions a la Ivanov- 
Kerov belong to the realm of bundles over semigroups, and we apply these notions to the 
problem of Hurwitz numbers. It is likely that a Farahat-Higman theorem holds in the context 
of the centers of the algebras of the groups GL(n, TPq); we explain this conjecture at the end of 
Chapter 13. The scheme hereafter summarizes the plane we have just exposed, and it indicates 
the logical prerequisites to the reading of each chapter. 



1. A similar survey is proposed by A. Hora in [Horc>7]. 
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Premiere partie 

Representations des groupes 
symetriques et asymptotique 
de la mesure de Plancherel 



Cette premiere partie offre un panorama de la theorie des representations du groupe sy- 
metrique, et nous insisterons en particulier sur les resultats de nature asymptotique. Ainsi, 
nous evoquerons tour a tour : 

- la combinatoire du groupe symetrique et de ses representations, et le lien avec les fonc- 
tions symetriques donne par risomorphisme de Frobenius-Schur (§1.4) ; 

- les elements de Jucys-Murphy, et les proprietes profondes des algebres des groupes 
symetriques qui se deduisent de leur etude (§1.5) ; 

- le probleme d'Ulam et l'asymptotique de la mesure de Plancherel sur les partitions 
(chapitre 3) ; 

- la theorie des representations du groupe symetrique infini (§4.1), et l'interpretation des 
mesures de probability sur les partitions comme processus ponctuels determinantaux 

(§4-2); 

- l'analogie entre mesures sur les partitions et modeles matriciels, et en particulier l'equi- 
valence de Baik-Deift-Johansson (chapitre 5). 

Bien qu'aucun resultat nouveau ne soit demontre ici, nous avons juge essentiel de consacrer 
une partie entiere du memoire a ces rappels. En effet, les resultats que nous avons obtenus 
pour les algebres d'Hecke et les groupes GL(n, F ? ) sont tous inspires des resultats jusqu'alors 
connus pour le groupe symetrique ; et les outils que nous employerons dans les autres parties 
de ce memoire sont tous issus de cette theorie. En particulier, nous presenterons dans le 
chapitre 2 : 

- les observables de diagrammes, qui sont des outils indispensables pour l'etude asymp- 
totique de mesures sur les partitions ; 

- les permutations partielles, dont des generalisations serviront a etablir des identites 
generiques dans les algebres d'Hecke. 

Mentionnons egalement le role important joue par l'algebre des fonctions symetriques, cf. le 
paragraphe 1.2. 

Au cours de cette these, nous avons etabli des generalisations des theoremes 1.7, 3.3 et 3.4 ; 
le lecteur est invite a lire les sections consacrees a ces resultats, et a consulter a sa convenance 
les autres sections de cette partie. 

1. Dans le premier chapitre, on presente les bases de la theorie des representations du 
groupe symetrique et de la theorie des fonctions symetriques. Nos principales sources 
sont bien sur [Mac95, chapitre 1], et aussi [JK81]; [Zel8i] pour l'etude de l'anneau 
de Grothendieck des representations des groupes symetriques; et [FH59, OV04] pour 
l'etude des elements de Jucys-Murphy. 

2. Le second chapitre presente l'algebre des observables de diagramme, et on y decrit les 
relations entre les diverses bases de cette algebre, en suivant essentiellement [IO02] et 
[Biao3a]. 

3. Le chapitre 3 presente la mesure de Plancherel, en partant du probleme classique des 
plus longues sous-suites croissantes d'une permutation. On expose la loi des grands 
nombres de Logan-Shepp-Kerov-Vershik et le theoreme central limite de Kerov; nos 
principales sources sont les articles originaux [LS77, KV77, Ker93a], et de nouveau [IO02] 
pour la preuve complete et rigoureuse de ces resultats asymptotiques. 
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4. Le chapitre 4 explique le lien entre systemes de mesures de probability sur les partitions, 
representations du groupe symetrique infini et processus ponctuels determinantaux. Les 
mesures les plus generates que Ton sait decrire par des systemes de particules a corre- 
lations determinantales sont les mesures de Schur; on expose brievement leur theorie 
et leur usage, sachant que les mesures de Plancherel des algebres d'Hecke J$? q (&„) et 
des groupes lineaires finis GL(n,F ? ) rentrent dans ce cadre, cf. la seconde partie du me- 
moire. On s'inspire de [Oko97a, KOV04] pour la theorie des representations de 600, et 
de [Okoo3a, Okoo3b] pour la theorie des mesures de Schur. 

5. Enfin, le cinquieme chapitre expose la correspondance de Baik-Deift-Johansson, c'est- 
a-dire l'equivalence asymptotique entre la mesure du Gaussian Unitary Ensemble (GUE) 
sur les valeurs propres des matrices hermitiennes, et la mesure de Plancherel sur les 
partitions, voir [BDJ99, BDJoo, BOO00, Okooo]. Ce chapitre est present a titre purement 
culturel, et nous ne sommes pas parvenus a generaliser les resultats qui y sont evoques. 

Les derniers rappels qui seront necessaires concernent la theorie des representations des 
groupes lineaires finis GL(n,F ? ) ; ces rappels sont reportes au chapitre 6. 

La lecture des chapitres 4 et 5 est sans doute facultative, et comme mentionne precedem- 
ment, aucun resultat nouveau n'y est presente. Nous avons neanmoins juge utile de completer 
notre panorama par ces chapitres, car ils mettent en exergue le lien entre partitions aleatoires 
et matrices aleatoires. Comme nous l'avons explique dans l'introduction generale, les memes 
outils sont employes de part et d'autre, et les resultats qu'on obtient sont extremement sem- 
blables; ainsi, le lien avec la theorie des matrices aleatoires est l'une des motivations prin- 
cipales de la theorie asymptotique des representations. Dans cette correspondance (que Ton 
complete ici par la correspondance RSK), 

matrices hermitiennes gaussiennes -H* mesures de Plancherel -H* permutations aleatoires 
matrices symetriques gaussiennes O mesures de Gelfand <-> involutions aleatoires 
matrices de covariance -H* mesures de Schur-Weyl -H- mots aleatoires 

et Ton conjecture un lien semblable entre les /3-ensembles et les /3-mesures de Plancherel 
(voir le paragraphe 11.3). Malheureusement, il semble qu'il n'y ait pas d'equivalent matriciel 
naturel des ^-mesures de Plancherel (chapitres 8 et 9) ; un resultat du a Borodin laisse penser 
qu'un tel « modele matriciel » serait plutot donne par la taille des blocs de Jordan de matrices 
choisies aleatoirement dans un groupe de Chevalley fini, cf. la fin de la section 8.3. 
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Chapitre 1 

Permutations, partitions et 
representations du groupe symetrique 

Dans ce qui suit, n est un entier positif ou nul, et [l,n] designe l'ensemble des entiers 
compris entre 1 et n. Ce premier chapitre est consacre a l'etude des permutations de [l,n], 
c'est-a-dire les applications bijectives a : [1, n] — > [l,n]. 

1.1 Groupe symetrique et classes de conjugaison 

Le groupe symetrique d'ordre n est le groupe des permutations de [l,n], la loi de groupe 
etant la composition des applications. Ce groupe fini sera note & n , et il contient 

n\ = 1 x 2 x ■ ■ ■ x n 

elements. Une permutation peut etre donnee par son mot — c'est-a-dire la suite de ses valeurs 
— ou par sa decomposition en cycles a supports disjoints. Ainsi, la permutation a € &$ dont 
le mot est 38254761 admet pour decomposition en cycles 

<r = (1,3, 2, 8) (4, 5) (6, 7), 

et cette decomposition est unique a permutation des cycles pres. Le type d'une permutation 
est la suite ordonnee des tailles des orbites de la permutation; ainsi, a = 38254761 a pour 
type t(o~) = (4,2,2). D'autre part, deux permutations o~\ et o~2 de meme taille n sont dites 
conjuguees s'il existe une permutation t6 6„ telle que o~2 = x o a\ o t _1 . 

Proposition 1.1 (Classes de conjugaison du groupe symetrique). Deux permutations de &„ 
sont conjuguees si et seulement si elles ont meme type. Ainsi, les classes de conjugaison de <5 n sont 
parametrees par les partitions de taille n, c'est-a-dire les suites decroissantes d 'entiers positifs A = 
(Ai ^ A2 ^ • • • ^ A r ) telles que |A| = Yli=i K = n - 

En effet, si x est une permutation et si c = [a.\, aj, ■ ■ ■ , a m ) est un cycle, alors le conjugue tct -1 
est le cycle 

c T = {x(ax),x(a 2 ), . . . ,x(a m )) . 

De plus, tout cycle de longueur m est obtenu de la sorte en choisissant convenablement x. 
D'autre part, la conjugaison par r est un morphisme de groupes <5„ —> 6„. Par suite, si a 
est le produit de cycles disjoints de longueurs respectives l\, . . . , l r , alors les conjugues de a 
sont toutes les permutations qui sont des produits de cycles disjoints de longueurs l\,...,l r . 
Et a reindexation des cycles pres, on peut supposer \\ ^ I2 ^ • • • ^ l r , done les classes de 
conjugaison de & n sont bien indexees par les partitions de taille n. 
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Chapitre 1. Permutations, partitions et representations du groupe symetrique. 



1.2 Partitions et fonctions symetriques 

Nous noterons ^ l'ensemble des partitions de l'entier n, et = UneN ^« l'ensemble de 
toutes les partitions. La longueur d'une partition est son nombre de parts £(X) ; son poids ou 
sa taille est la somme de ses parts |A|. Nous aurons egalement besoin de la quantite 

W = E(z-1)A,-, 

qui intervient dans de nombreuses formules pour les algebres d'Hecke et les groupes lineaires 
finis. Par exemple, si A = (5,4,2), alors |A| = 11, 1(A) = 3 et b(A) = 8. Une partition sera 
souvent representee par son diagramme de Young (on parle aussi de diagramme de Ferrers) : 
c'est le tableau a r lignes avec Ai cases sur la premiere ligne, A2 cases sur la seconde ligne, etc. 
Par exemple, le diagramme de la partition (5,4,2) est : 



Figure 1.1 - Diagramme de Young de la partition (5,4,2) (dessine a la francaise, c'est-a-dire 
du bas vers le haut). 



La partition conjuguee de A est la partition de meme taille A' obtenue en echangeant 
les lignes et les colonnes du diagramme; par exemple, (5,4,2)' = (3,3,2,2,1). D'autre part, 
le contenu d'une case (x,y) du diagramme est la difference c(x,y) = x — y, et le contenu 
d'un diagramme est la somme c(A) des contenus des cases. On voit aisement que c(A) = 
b(A') — b(A) pour tout diagramme : 



c(5,4,2) = 



-2 


-1 












1 








2 


2 






-1 





1 


2 








1 


2 


3 




1 


1 


1 


1 







1 


2 


3 


4 






1 


2 


3 


4 















= fe(5,4,2)'-fe(5,4,2) 

Enfin, une partition A pourra etre ecrite multiplicativement sous la forme 

A = l mi 2 mz • • • s m % 

ou nik = tfZfc(A) est le nombre de parts egale a k dans A. Cette ecriture permet de determiner 
la taille de la classe de conjugaison associee a A dans & n : en effet, le centralisateur d'une 
permutation de type A a pour cardinal 



et la classe de conjugaison C\ a done pour cardinal C\ = n\/zx- 



En dehors du contexte precedemment evoque, la classe combinatoire des partitions d'en- 
tiers intervient classiquement dans la theorie des fonctions symetriques. Rappelons qu'un 
polynome en m variables f{x.\, . . . , x m ) est dit symetrique si 

P( x a(l)> x a(2)>---> x a(m)) = P( x l' x 2, ■ ■ ■ / X m ) 
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1.2. Partitions et fonctions symetriques. 



pour toute permutation a G & m . L'ensemble Ar(mi) des polynomes symetriques en m va- 
riables et a coefficients dans un anneau commutatif R est un anneau gradue par le de- 
gre. De plus, la specialisation x m+ \ = fournit un morphisme d'anneaux gradues surjectif 
Ar(wj + 1) — > Kjiim), d'ou une famille dirigee d'anneaux gradues (Aj?(m)) m6 ]N. On appelle 
fonction symetrique un element de la limite projective (dans la categorie des anneaux gra- 
dues) : 

A R = hm A R (m) . 

m— >eo 

Un tel objet peut etre specialise en n'importe quel alphabet fini X = {x\, x 2 , . . . ,x m }, et aussi en 
des alphabets infinis denombrables. En faisant agir le groupe symetrique & m sur les monomes, 
on voit que les polynomes 

m x (xi,...,x m )= £ (*ii) Al K) A2 ---(*i r ) Ar 

avec A partition de longueur inferieure a m forment une R-base de Ar(?h). La limite projective 
ote la restriction l(X) ^ m, done Ar admet une base (?«a)ag^ indexee par les partitions — on 
dit que les ni\(x) sont les fonctions monomiales. Ce resultat implique en particulier l'identite 
Ar = Ax (S>z R pour tout anneau commutatif R ; la plupart des raisonnements de fonctions 
symetriques pourront done etre effectues dans A = A^. 



Depuis Newton, on connait des bases algebriques de l'algebre A (ou Aq), a savoir, les 
fonctions elementaires, les fonctions homogenes et les fonctions sommes de puissances : 

e n (x) = m 1 n(x) = x k x i2 ---x in ; h n (x) = £ m x (x) ; p n (x) = • 

Exemple. Developpees sur l'alphabet X = {a,b,c}, les fonctions symetriques e 3 , h 3 et p 3 
s'ecrivent : 

e 3 (X)=abc ; p 3 (X) = a 3 + b 3 + c 3 ; 

h 3 (X) =a 3 + b 3 + c 3 + a 2 b + a 2 c + b 2 a + b 2 c + c 2 a + c 2 b + abc . 

On renvoie a [Mac95, §1.2] pour une demonstration complete de la proposition suivante : 

Proposition 1.2 (Bases algebriques des fonctions symetriques). L'anneau des fonctions syme- 
triques est librement engendre par les fonctions elementaires ou les fonctions homogenes : 

A = Z[e lr e 2r ...,e nr .. .} = Z[h 1 ,h 2 ,. . . ,K, ■ ■ ■} ■ 

II en va de meme pour les sommes de puissances si Yon etend l'anneau de base au corps des nombres 
rationnels : Aq = Q[pi, p 2 ,...,p n ,.. .}. 

Une preuve agreable consiste a introduire les series generatrices : 

co co co >n 

E(t)=Y:e n (x)t" ; H(f) = X> n (*)f" ; P(t) = £ p n (x) - . 

n=0 n=0 n=l U 

Eneffet, H(t) = E(-t)- 1 et P(t) =logH(f). 
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Chapitre 1. Permutations, partitions et representations du groupe symetrique. 



Dans ce qui suit, si A G *3f , on notera e A = e Al e Az • • • e^, et de meme pour h\ et p\. Les 
families {^\)x&¥i (^a)a£^ et (pa)agjT forment des bases lineaires de Aq, et toutes ces bases 
sont homogenes : 

VA, degm A = dege A = deg/z A = degp A = |A| . 

Un produit scalaire sur l'anneau A est defini par (p\\ Pp) = z A 5xu — c'est le produit de Hall. 
D'autre part, on peut definir un coproduit m* en posant 

m*(Pn) = Pn <8>1 + 1® Pn, 

et en imposant que m* : A — > A (g> A soit un morphisme d'anneaux. Alors, on peut montrer 
que (A,m, m*, (• | •)) est une algebre de Hopf 1 ; l'unite est le plongement e : Z -4 A, la 
counite est l'application 

£* : / £ A 4 /(0,0,...,0,...) G Z, 

et l'antipode est definie par S(e A ) = \i\ et S(h\) = e A . De plus, l'algebre de Hopf A est 
autoadjointe, c'est-a-dire que vis-a-vis du produit scalaire (• | •), le coproduit est l'application 
duale du produit, la counite est l'application duale de l'unite, et l'antipode est autoadjointe. 
Cette structure additionnelle jouera un role important dans l'isomorphisme de Frobenius- 
Schur, cf. le paragraphe §1.4 — on renvoie d'autre part a [Caro6] pour un expose general de 
la theorie des algebres de Hopf. 



1.3 Tableaux et representations des groupes symetriques 

Si G est un groupe (fini), on rappelle qu'une representation (lineaire, complexe, de di- 
mension finie) de G est la donnee d'un morphisme de groupes p : G — > GL(V), ou V est un 
espace vectoriel complexe (de dimension finie). Alternativement, une representation de G est 
la donnee d'un CG-module V, ou CG designe l'algebre du groupe G, c'est-a-dire l'espace des 
combinaisons lineaires formelles 

/= Ef(g)g 

geG 

d'elements du groupe. On peut aussi voir CG comme l'algebre des fonctions complexes sur 
le groupe, avec pour multiplication le produit de convolution des fonctions : 

h*hig) = E A = E/iflW 1 *)- 

hk=g heG 

Toute representation d'un groupe fini G se scinde de maniere unique en somme directe 
de representations irreductibles (c'est-a-dire des CG-modules simples), et les classes d'iso- 
morphismes de CG-modules simples forment un ensemble G fini. D'autre part, une repre- 
sentation (p,V) d'un groupe fini G est determinee a isomorphisme pres par son caractere 
g v : g trp(g), et les caracteres irreductibles forment une base orthonormale de la sous- 
algebre (CG) G de CG constituee des fonctions centrales 

(CG) G = {/ I Vg,h, f(gh)=f(hg)} = {/ I Vg,h, f(hgh- 1 )=f(g)}, 

1. Les sommes de puissances ne forment pas une Z-base de A, mais en utilisant les relations de Newton, on 
peut montrer que (■ | ■} et m* sont correctement definis sur Z (et pas seulement sur Q). En particulier, la base 
duale de (h A ) Ae?y est (m A ) Ae ^, et m*(h„) = E P +q= n hp ® h q . 
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i-3- Tableaux et representations des groupes symetriques. 



le produit scalaire sur CG etant defini par 

Notons qu'alternativement, on peut voir (CG) comme le centre de l'algebre CG. Tous ces 
points sont exposes en detail dans [JL93] ou [Ser77]. Nous aurons essentiellement besoin de 
l'orthonormalite de la base des caracteres irreductibles, qui implique en particulier le point 
suivant : le nombre de caracteres irreductibles d'un groupe fini G est toujours egal au nombre 
de classes de conjugaison de G. Un autre fait qui merite d'etre precise ici est la decomposition 
de la representation reguliere (gauche) en somme de modules irreductibles. Ainsi, pour tout 
groupe fini G, chaque CG-module irreductible V intervient dim V fois dans CG : 

CG~cg (dimV)V. 

(p,V)GG 

Ce resultat peut etre vu comme une consequence du theoreme de Wedderburn : en tant qu'al- 
gebre semi-simple sur un corps algebriquement clos, CG est une somme directe d'algebres de 
matrices, et la decomposition en blocs de CG est 

CG~ End(V). 

( P ,v)eG 

Un isomorphisme est donne par la transformee de Fourier abstraite, qui a / = YlgGcf(s)S 
associe 

/= (Lf(s)p(sA 

{p,V)eG V c?GG / 

Cette transformee est meme une isometrie d'espaces L 2 non commutatifs, voir la section 3.2. 
Ceci motivera l'introduction de la mesure de Plancherel d'un groupe fini, qui est la duale de 
la mesure de Haar. 



Detaillons maintenant cette theorie generale dans le cas particulier ou G est le groupe 
symetrique d'ordre n. D'apres ce qui precede, les representations irreductibles de & n sont en 
meme nombre que les classes de conjugaison de & n , et il existe done une indexation de ces 
representations par les partitions A 6 f„. Une description explicite des modules simples V A 
est due a A. Young, et elle repose sur la combinatoire des tableaux. Si A est une partition de 
taille n, on appelle tableau standard de forme A une numerotation des cases du diagramme 
A par les entiers de [Un], les entrees etant strictement croissantes selon les lignes et selon les 
colonnes. Par exemple, 



est un tableau standard de forme (3,2). D'autre part, pour toute partition A, notons A\(x) le 
polynome en n variables defini par : 



Aa(*) = EI A(x Al+ ... +A ._ 1+1 ,...,x Al+ ... +A .) = yi 



n 



*k) 



i'=l \AiH hA;_i+l^J<fc<AiH hA; 
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Par exemple, A/ 32 )(^) = (x\ — X2)(*i — X3)(*2 — X3) (xj — X5). Plus generalement, si T est un 
tableau standard de type A, nous noterons At(x) le polynome produit des differences de 
deux cases prises sur la meme ligne ; par exemple, le polynome associe au tableau de la page 
precedente est Aj(x) = (x\ — ^3) (ati — X4)(x3 — X4)(*2 — X5). 

Le groupe symetrique &„ agit sur C[xi,...,x n ] par permutation des variables, et on appelle 
module de Specht de type A le CS^-module V x engendre par le polynome A A (x). On renvoie 
a [JK81] ou a [FUI97, chapitre 7] pour une preuve du resultat fondamental suivant 2 : 

Proposition 1.3 (Representations irreductibles du groupe symetrique). Les modules V A sont 
deux a deux non isomorphes, et Us forment un systeme complet de representations irreductibles du 
groupe 6 n . De plus, pour toute partition A, le module V A admet pour base les polyndmes Aj(jc), oil T 
parcourt Y ensemble Std(A) des tableaux standards de forme A. 

En particulier, la dimension de V A est le nombre de tableaux standards de forme A, et compte 
tenu de la decomposition de la representation reguliere 

Ce„ = £ (dim A) V A , 

ft! est egal a la somme des carres des cardinaux |Std(A) |. Nous donnerons plus loin une preuve 
combinatoire de cette identite des carres. Dans ce qui suit, nous adopterons l'indexation de 
Specht des modules irreductibles de <B n , a ceci pres qu'on conjuguera les diagrammes, c'est- 
a-dire que V A = C6 n [A A i(x)]. Ceci revient a lire les tableaux standards selon les colonnes, ce 
qui assurement ne change pas grand chose a la theorie jusqu'ici exposee. 

1.4 Isomorphisme de Frobenius-Schur et combinatoire 
des caracteres 

La description precedente des modules simples de l'algebre C6„ ne permet pas un calcul 
direct des caracteres irreductibles, et elle ne rend pas compte des regies de branchement qui 
regissent l'induction ou la restriction de caracteres irreductibles entre &„ et un sous-groupe 
de Young 

e A = © Al x 6 Az x • • • x e A| . 

avec A 6 f„. Rappelons que si H C G sont deux groupes finis, la representation induite a 
partir d'un CH-module V est le CG-module gauche 

Indg(y) =CG(g) CH V, 

et la representation restreinte Res^(W) a partir d'un CG-module gauche W est le meme 
espace vectoriel W, mais avec la loi exterieure restreinte a CH. Les foncteurs d'induction et de 
restriction commutent aux sommes directes, et ils sont adjoints : 

Hom G (Ind£(V), W) = Hom H (V,Res£(W)) . 

2. La description des modules de Specht proposee dans les ouvrages precites met aussi en jeu les notions com- 
binatoires de tabloide, de sous-groupe de Young et d'idempotent de Young ; la description polynomiale evoquee 
ici est parfaitement equivalente, cf. [Y0U77, theoreme IV]. 
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En revanche, l'induit d'un CH-module irreductible n'est plus forcement irreductible, et de 
meme pour la restriction d'un CG-module irreductible. 

Examinons en particulier le cas ou G = & n +i et H = &„. Si A S & n et A G on 
note A A si le diagramme de A est obtenu en rajoutant une case dans un coin du bord du 
diagramme de A. Par exemple, les partitions A de taille 8 telles que (3,2,2) /* A sont 

(4,2,2), (3,3,2) et (3,2,2,1). 

Si T est un tableau standard de taille n + 1 et de forme A, notons A(T) le diagramme obtenu 
a partir de A en otant la case numerotee n + 1. Alors, on peut montrer que le CS M -module 
engendre par Aj(x) est isomorphe a V A ( T \ de sorte que : 

Proposition 1.4 (Branchement des representations des groupes symetriques). Si A est une 

partition de taille n + 1, alors 

ResJ+H^) ^ C6 „©V A , 

oil la somme directe porte sur les partitions de taille n telles que A /* A. Par propriete d'adjonction, si 
A est une partition de taille n, alors 

la somme portant cettefois sur les partitions de taille n + 1 telles que A /* A. 

On retrouve par recurrence sur n l'identite dim V A = cardStd(A), car un tableau standard de 
forme A est equivalent a la donnee d'une suite de diagrammes 

= \io) / A^ 1 ) / • • • /■ A^") = A, 

c'est-a-dire un chemin reliant l'origine a A dans le graphe de Young, voir la figure 1.2. En 








Figure 1.2 - Les quatre premiers niveaux du graphe de Young W = UneN ^n- 

d'autres termes, le graphe de Young est le diagramme de Bratteli de la famille inductive 
d'algebres complexes (C© n ) n ^, voir [Bra72] pour des precisions sur cette terminologie. 
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L'objet pertinent en vue d'une generalisation de ces regies de branchement est le groupe de 
Grothendieck de la categorie des representations des groupes symetriques. Si G est un groupe 
fini, notons K(G) le Z-module libre de base les classes d'isomorphisme de G-modules simples. 
Les elements de K(G) sont appeles G-modules virtu els, et tout module virtuel s'ecrit comme 
difference V W de deux G-modules, etant entendu que V W = V W dans K(G) si les 
deux G-modules V © W' et V' © W sont isomorphes. Plus loin, nous aurons egalement besoin 
des produits tensoriels Kr(G) = R 0z G pour R anneau commutatif. Notons K(@) la somme 
directe ©„ £ ]n K(&„), et Kr(&) les versions tensorisees. Si V et W sont des representations de 
6p et & q , alors on peut construire une representation de & v + q en considerant 

m(V,W) = VKW = Indgp 6f (V®W). 

Le produit m est distributif par rapport aux sommes directes et est compatible aux isomor- 
phismes, done peut etre etendu au groupe K(&) : on obtient ainsi une structure d'anneau 
gradue sur K(&) et les versions tensorisees Kr(&). 



Les caracteres determinant a isomorphisme pres les representations irreductibles, pour 
tout groupe fini G, le groupe de Grothendieck complexifie Kc{G) s'identifie au centre (CG) 
de l'algebre du groupe. En particulier, Kq(G) est muni du produit scalaire des caracteres, et 
ce produit scalaire est l'extension sesquilineaire de la regie 

(V\W) = dimHom G (y,W). 

On munit Kc(&) = 0„ G ]n Kc(& n ) du produit scalaire obtenu a partir des produits sca- 
laires des Kc(&„) en imposant que la somme directe soit une somme orthogonale; ainsi, 
(y A | V^) = 5\u pour toutes partitions A et \i. Finalement, en considerant l'adjoint de m par 
rapport au produit scalaire, on definit un coproduit gradue 

m*:Kc(e n )^ K c (6 p )®K c {e q ) 

p+q=n 
p+q=n 

sur l'algebre Kc(S). Muni de ces operations, Kc(&) a une structure d'algebre de Hopf 3 au- 
toadjointe et graduee, l'unite et la counite se deduisant de l'identification naturelle entre Z et 
K(@o), et l'antipode etant l'extension lineaire de la tensorisation par la representation signa- 
ture. 

Theoreme 1.5 (Isomorphisme de Frobenius-Schur, [Frooo]). II existe une isometrie d'algebres de 
Hopf autoadjointes graduees entre Kc(&) et Ac et si Von impose une condition de positivite vis-a-vis 
des produits scalaires, alors celle-ci est unique a composition par l'antipode pres. Si G }i designe la somme 
des permutations de type u dans Z(C& n ) ~ Kc(&„), alors Vun des deux isomorphismes est obtenu 
par extension lineaire de la regie C f/ i-4 pu/zu- 



3. La verification de la structure d'algebre de Hopf est tout a fait non triviale, et met en jeu le theoreme de 
Mackey (voir [Mac5i]) ; on renvoie a [Zel8i] pour une preuve detaillee. 
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L'isometrie donnee par le theoreme 1.5 est appelee application caracteristique, et est notee 
ch; l'image par ch d'un module de Specht V A est la fonction de Schur s^. Ces fonctions 
sont etudiees en detail dans [Mac95, § 1 -3l > l a specialisation de Sa en un alphabet fini X = 
{x\, . . . ,x n } est le quotient de fonctions antisymetriques 

/ \ _ a6+\(Xl,- ■■ ,*n) 

1*1/ • • • / *nJ — / \ 

a s {xx,...,x n ) 

avec a F (x\, ...,x n ) = Etree„ e ( cr ) ^(x 1 *) = det((x^ ; )y) et 5 = (n — l,n — 2, . . . ,0), l'addition de 
partitions s'entendant ici terme a terme. Compte tenu de la propriete d'isometrie, les fonctions 
de Schur forment une base orthonormee de Ac, et si c, A {p-) designe la valeur du caractere du 
module de Specht V A en une permutation de type }i, alors 



S (v)=Zh{5 c h) k{6) = < s a| PiOa- 

Ce resultat constitue la formule de Frobenius; nous en donnerons plus loin des analogues 
pour les algebres d'Hecke et les groupes lineaires finis. Une consequence directe de la formule 
de Frobenius est la formule des equerres pour la dimension d'un module V A : 

n\ 

dim A = (s\ I pin) 



ou h(i,j) est la longueur de la plus grande equerre contenue dans le diagramme A et de coin 
la case (i,/). On renvoie a [Mac95, §1.7] pour la preuve de cette identite; le lecteur pourra 
egalement consulter la section 9.4 de ce memoire pour une preuve (indirecte) de la formule 
de Frobenius. 

Exemple. La dimension de la representation irreductible indexee par la partition (3,2) est 
5!/ (4 x3xlx2xl)=5. 



La formule de Frobenius ramene la combinatoire des caracteres irreductibles des groupes 
symetriques a celle des fonctions de Schur, et permet in fine un calcul explicite de ces ca- 
racteres; nous concluons cette section en expliquant en quelques mots ces calculs. Voyons 
d'abord comment developper une fonction de Schur dans l'une des autres bases de l'algebre 
des fonctions symetriques. Comme les fonctions sommes de puissances forment une base or- 
thogonale, la formule de Frobenius peut etre inversee, et on peut exprimer sa en fonction des 

VAG^, s A (x)= £ ^(^(z^p^x). 

D'autre part, en interpretant les fonctions antisymetrisees a fl (x) comme des determinants, on 
peut exprimer les fonctions de Schur dans les bases et (6a)ag^, voir [Mac95, §1.3, p. 

41-42]. Ainsi, on dispose des formules de Jacobi-Trudi : 

sa = det((/iA i -i+;)f,/) ; S A' = det((e Al _j+;)j,/) ■ 

Exemple. s 2/1/1 = (l/8)p 1;W - (l/4)p 2/ i,i - (l/8)p 2 ,2 + (l/4)p 4 
= e 3/ i - e 4 = \i2x,\ - h 2/ 2 - h 3/ i + h^. 
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Dans ce qui suit, nous autorisons des diagrammes gauches, c'est-a-dire des diagrammes 
A \ \i avec \i C A. Par exemple : 













□ 


































J \ 













Figure 1.3 - Diagramme de Young de la partition gauche (5,4,2) \ (3,2, 1). 

Un diagramme gauche est appele bande horizontale si toute colonne contient au plus une 
case, et bande verticale si toute ligne contient au plus une case. Une bande frontiere, ou 
ruban est un diagramme gauche qui ne contient pas de blocs de 2 x 2 cases ; ainsi, les colonnes 
et les lignes successives se chevauchent en au plus une case. Le diagramme gauche precedent 
est un ruban, et ce ruban a deux composantes connexes ; les rubans connexes sont ceux dont 
les colonnes et les lignes successives se chevauchent en exactement une case. 

En developpant les determinants de Jacobi-Trudi suivant une ligne ou une colonne, on 
peut demontrer les regies de Pieri : pour toute partition A, le produit h r (respectivement, 
le produit S\e r ) est egal a la somme YL s }i des fonctions de Schur indexees par des partitions 
u telles que A \ u soit une bande horizontale de poids r (resp., une bande verticale de poids 
r). On retrouve en particulier le theoreme de branchement 1.4 en prenant r = 1, et on peut 
deduire des regies de Pieri et de la formule de Frobenius le resultat plus avance suivant (voir 
[Mac95, §1.7, exemple 5], et [Gre92] pour une preuve alternative) : 

Theoreme 1.6 (Formule de Murnaghan-Nakayama, [Mur40, Nal<4oa, Nak4ob]). 
Si pi = (yi\, . . . ,u m ) et X sont deux partitions de poids n, alors 

G A (fO=E(-!) ht(S) ' 

s 

la somme etant effectuee sur les suites de partitions S = (0 = Ao C Ai C • • • C A w = A) telles 
que chaque A ; - \ A,_i soit un ruban connexe de poids U{. lei, ht(S) designe la somme des hauteurs 
ht(A,- \ A,-_i), la hauteur d'un ruban connexe etant son nombre de lignes moins 1. 

Ainsi, on dispose d'une formule recursive pour les caracteres du groupe symetrique, ce qui 
permet par exemple de calculer £ 5 ' 4,2 (3, 3, 1, 1, 1, 1, 1) = 6. 

1.5 Theoreme de Farahat-Higman et elements de 
Jucys-Murphy 

Pour conclure cette presentation succinte de la theorie des representations du groupe sy- 
metrique, etudions plus en detail les centres Z(C&„) des algebres des groupes symetriques. 
Nous en connaissons deja deux bases : la base des classes de conjugaison et la base des ca- 
racteres irreductibles. Si \i est une partition telle que + ^ n, nous noterons p. — > n la 
partition completee obtenue en ajoutant 1 aux n — \u\ premieres parts de }i (y compris even- 
tuellement les parts nulles). Par exemple, (5,4,2) — > 20 = (6,5,3, 1, 1, 1, 1, 1, 1). L' operation de 
completion permet d'indexer les classes de conjugaison de &„ par l'ensemble de partitions 

{}i E & I \}i\+l{ii)^n}, 
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et cette indexation est plus naturelle pour les classes de permutations qui ont beaucoup de 
points fixes : par exemple, C( 2 )^n es * l a classe des 3-cycles dans & n . 

Theoreme 1.7 (Farahat-Higman, [FH59]). L'algebre Z(C6 n ) est graduee par le degre degC f ,^„ = 
c'est-a-dire que pour toutes partitions A et pi, 

la somme etant restreinte aux partitions x telles que \r\ ^ |A| + \fi\. De plus, les coefficients a\^{n) 
sont des polyndmes en n a valeurs entieres. 

Le caractere gradue decoule de la remarque suivante : si a est une permutation de C fl ^„, 
alors une factorisation minimale de a en produit de transpositions admet | pi | termes, done le 
produit 7T d'une permutation de C\^ n par une permutation de C f ,^ n admet une factorisation 
en produit de |A| + transpositions. Ceci implique t (n) = r — > n avec |t| ^ |A| + |^|. Pour le 
caractere polynomial des constantes de structure, nous renvoyons a la section 12.1, qui expose 
une preuve due a Ivanov et Kerov (cf. [IK99]) et reposant sur les permutations partielles ; la 
generalisation de cette methode est l'objet principal de la derniere partie du memoire. Dans 
[FH59], Farahat et Higman montrent egalement que si |t| = |A| + \u\, alors le coefficient 

= a l F 

ne depend pas de n. Ceci permet de construire une algebre graduee de base indexee par toutes 
les partitions A S <¥ , et de constantes de structure les coefficients a\^ pour |t| = |A| + |^|: 



fh(&) = x A ,Aef 



VA, ]i, x A * x v = a lu x 



A - 



Cette algebre de Farahat-Higman peut etre consideree intuitivement comme une limite pro- 
jective des anneaux gradues Z(C&„) ; nous detaillerons plus loin une construction alternative 
de limite projective. Certains des coefficients de structure de l'algebre de Farahat-Higman sont 
calcules dans [GJ92, GJ94]. 



Les elements de Jucys-Murphy ([JUC74, Mur8i]) constituent un autre outil essentiel de 
l'etude des centres Z(n) = Z(C6„) ; ils permettent en fait de retrouver toute la theorie des 
representations des groupes symetriques, voir [OV04]. Si k est un entier inferieur a n, on note 

h = E (j,k) = (U) + (2,k) + ■ ■ ■ + (k - l,k) 

i<k 

la somme des transpositions (;' < k) dans l'algebre du groupe symetrique d'ordre n. Ainsi, 
h = 0, h = (L2), J3 = (1,3) + (2,3), etc. Si Z{n,n — 1) designe le centralisateur de C(5 n _i 
dans C&„, alors il n'est pas difficile de voir que /„ G Z{n,n — 1) pour tout entier n ; par conse- 
quent, les elements ]\,...,] n commutent et engendrent une sous-algebre abelienne de C6„. 
Cette algebre est appelee algebre de Gelfand-Tsetlin, et est notee GZ(n). Des manipulations 
combinatoires sur les transpositions permettent d'etablir les faits suivants : 

1. Pour tout n, le centralisateur Z(n,n — 1) est l'algebre engendree par Z(n — 1) et }„; 
l'algebre de Gelfand-Tsetlin est done egalement l'algebre engendree par les centres 
Z(l), Z(2), . . . , Z(n). Elle est abelienne maximale, et joue un role analogue a celui d'une 
sous-algebre de Cartan dans une algebre de Lie semi-simple. 
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2. Plus precisement, dans 

ce n ~ End(v A ), 

Ae<% 

l'algebre de Gelfand-Tsetlin consiste en les operateurs qui, pour tout module irreductible 
V A , agissent diagonalement sur la base de Young indexee par les tableaux standards de 
forme A (voir la section 13.3 pour des precisions). En particulier, 

dim GZ(n) = ^ dim A. 

3. Plus precisement, les valeurs propres de Taction de } n sur un module V A sont les conte- 
nus des coins (A,-, z) du diagramme (voir l'exemple de la figure 1.4), et la decomposition 
spectrale induite par /„ realise le foncteur de reduction Redg^ : 

yA = Q [ker(/n _ c(A . 0) ^ c6i i y A\(A,0] . 

(A,-,z) coin de A 

Les elements de Jucys-Murphy d'ordre inferieur ont done egalement pour valeurs pro- 
pres les contenus des cases du diagramme. Ainsi, les elements ]\, . . . ,}„ jouent un role 
analogue aux racines simples d'une algebre de Lie semi-simple, et les contenus jouent 
un role analogue aux poids. 




V 5,4,2 = ker (j n + X ) 9 ker(J n - 2) © ker(/ n - 4) 



Figure 1.4 - L'action de J n sur V A est diagonale, et elle a pour valeurs propres les contenus 
des coins du diagramme. 



On renvoie a l'article [OV04] pour une preuve de toutes ces assertions. Un argument crucial de 
la preuve est l'utilisation du critere de Gelfand : comme Z(n, n — 1) est une algebre commuta- 
tive, la paire (6 n -i C & n ) est une paire de Gelfand forte, e'est-a-dire que la restriction d'une 
representation irreductible de & n a & n -i es t sans multiplicite (autrement dit, le diagramme 
de Bratteli des groupes symetriques est un graphe sans arete multiple). 

En utilisant les decompositions spectrales successives de V A par rapport aux elements de 
Jucys-Murphy, on obtient une decomposition de V A en somme directe de droites vectorielles 
indexees par les chemins = A^ ) /* • ■ ■ = A reliant l'origine a A dans le graphe 

de Young, e'est-a-dire par les tableaux standards de forme A. Une base (PT)TeStd(A) associee a 
cette decomposition en somme directe est caracterisee par la propriete 

cei[v T ] = y A< " 

pour tout entier i. On retrouve ainsi toutes les proprietes evoquees dans la section 1.3, cf. 
l'article [OV04]. La combinatoire des elements de Jucys-Murphy regit done la theorie des 
representations de C&„, et de plus, ces elements sont particulierement utiles pour l'analyse 
asymptotique, voir en particulier les sections 2.4 et 5.3 — e'est en vue de ces deux sections 
que nous avons introduit ici les elements de Jucys-Murphy. Finalement, les elements de Jucys- 
Murphy fournissent une nouvelle description des centres Z(n) des algebres des groupes. 
Ainsi : 
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Proposition 1.8 (Jucys-Murphy, [JUC74, Mur8i]). he centre Z(n) est exactement Y ensemble des 
fonctions symetriques en les elements de Jucys-Murphy Ji,...,J n - 

En effet, etant donnees n inconnues Z\, . . . ,z n , on montre aisement par recurrence sur n l'iden- 
tite formelle 

Y\(Zi +Ji)= E ( EI Z mincV 
i=l cre&n ^ c cycle de a ' 

dans C[6 n ,zi, . . . ,z n ]. En particulier, pour Z\ = Z2 = • ■ ■ = z n = z, 

t e r(h Jn)z n - r = fl(z + Ji)= E * {m) <r=t(L C^n)z n - T , 

r=0 i=l (7G6„ r=0 V \ji\= r ' 

d'ou l'identite e r (J\,. . .,J n ) = E|«|=r Cj<-»z- Des manipulations combinatoires permettent en- 
suite d'exprimer toute classe de cycles C/ r \_^ n comme fonction symetrique en les elements 
de Jucys-Murphy et finalement toute classe de conjugaison C fl ^„, voir [JUC74]. Notons nean- 
moins que la fonction symetrique /j, telle que C^„ = f^{]\, . . . ,J n ) depend en general de 
n. D'ailleurs, il y a pour chaque n et chaque p une infinite de fonctions symetriques telles 
que C }l ^ n = . . -,]n), puisque Z(n) est de dimension finie et A est de dimension infi- 
nie. On renvoie a [Juc74, Mur8i, LT01] pour une etude plus approfondie des elements de 
Jucys-Murphy et de leurs fonctions symetriques. 
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Chapitre 2 



Combinatoire des observables de 
diagrammes 



En theorie asymptotique des representations des groupes symetriques 6 n , on considere 
des diagrammes A distribues aleatoirement suivant diverses mesures de probability, la taille 
du groupe symetrique tendant vers l'infini (cf. les chapitres 3, 8, 9, 10 et 11). Les coordonnees 
Ai, A2, . . . , A,- sont done des variables aleatoires, et on s'interesse a leur loi limite modulo une 
eventuelle renormalisation. Mais dans ce contexte, les coordonnees standards ne sont pas for- 
cement les plus pratiques a manipuler; ainsi, il est utile d'introduire d'autres coordonnees 
de diagrammes (cf. [Mac95, § 1 - 1 !)/ ainsi que les fonctions symetriques en ces nouvelles co- 
ordonnees. Dans [IO02], V. Ivanov et S. Kerov presentent une algebre d'observables en ces 
coordonnees construite sur le modele de l'algebre des fonctions symetriques A. Ce chapitre 
est consacre a un expose succinct de leur article, et a la presentation de quatre bases remar- 
quables : la base des moments en les coordonnees de Frobenius, la base des moments en 
les coordonnees entrelacees, la base des caracteres centraux et la base des cumulants libres 
([Bia98, Biao3a]). 

Toutes ces observables peuvent etre evaluees sur toutes les partitions, et plus generale- 
ment sur toute une classe de fonctions continues qui contient les diagrammes de Young et 
leurs versions renormalisees. L'espace forme par ces diagrammes continus est un cadre to- 
pologique agreable pour enoncer les resultats de convergence de theorie asymptotique des 
representations. Ainsi, dans la derniere section du chapitre (§2.5), nous expliquerons en detail 
a quelle topologie sur les diagrammes continus correspond la convergence des observables, 
ces arguments jouant un role crucial dans la preuve des theoremes limites 3.3, 10.3 et 11.10 
(entre autres). 

Pour ce qui suit, il est utile d'introduire les notations de A-anneaux, qui sont presentees 
clairement par exemple dans [RRW96, §1]. Si 



est un alphabet fini en m variables, notons pjt(X) la somme de puissances YT=i{ x i) k - Comme 
les fonctions sommes de puissances forment une base algebrique de Aq, on peut calculer 
a partir des p;t(X) toutes les autres fonctions symetriques de X, en particulier, les fonctions 
de Schur S\(X), les fonctions homogenes h\(X) et les fonctions elementaires e\ (X), etc. Ceci 
etant, si X et Y sont deux alphabets (finis), on note : 



X = {x t/ x 2 




X + Y = {x 1 ,...,x m ,y 1 ,...,y l } 



XY = {xj y jt l^i^m, 
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2.1. Coordonnees entrelacees et coordonnees de Frobenius. 



Les specialisations des fonctions symetriques associees a ces alphabets sont : 

Vfc^l, p k (X + Y) = p k (X) + p k (Y) ; Vfc^l, Pk (XY) = p k (X) p k (Y) . 

Maintenant, on peut definir des alphabets « virtuels » en se contentant de decrire la specia- 
lisation de l'algebre A (par exemple, en donnant les fonctions sommes de puissances). Ainsi, 
on peut definir un alphabet formel X — Y dont les fonctions symetriques sont donnees par 

p k (X-Y) = p k (X)-p k (Y). 

Un autre exemple important d'alphabet formel est l'alphabet exponentiel E defini par p\ (E) = 
1 et p k ^>2{E) = 0- Pour cette specialisation de A, la formule de Frobenius (inversee) montre que 
les fonctions de Schur sont donnees par |A|! Sa(£) = dim A. Dans ce qui suit, nous utiliserons 
librement ces notations; elles seront en particulier indispensables pour la description des 
caracteres des algebres d'lwahori-Hecke, cf. la section 7.3. 



2.1 Coordonnees entrelacees et coordonnees de Frobenius 

Si A est un diagramme de poids n, on peut lui associer une fonction 00 \ affine par morceaux 
de pente ±1 et telle que : 

/ (oj\{s) — |s|) ds = 2n . 

En effet, il suffit de tourner la representation du diagramme de 45 degres et de considerer la 
fonction « bord superieur », prolongee par la valeur absolue en dehors de son support (voir 
la figure 2.1 ; on demande aussi que les cases aient pour aire 2). Dans ce qui suit, on note 

y = A(x) 




Figure 2.1 - Fonction s 1-4 A(s) associee au diagramme de Young A = (5,4,4, 1). 

A(s) = cox(s) et on identifie le diagramme de Young a la fonction continue associee. Cette 
interpretation fonctionnelle est tres utile pour l'etude asymptotique de mesures de probabilite 
sur les partitions, en particulier parce qu'elle permet de considerer des diagrammes renorma- 
lises, voir la section 2.2. Etant donne un diagramme A, la fonction s i-4 A(s) est determinee par 
la suite de ses extrema locaux x\ < y\ < x% < 1/2 < • • • < x v -i < y v -\ < x v , ou les Xj sont les 
minima et les y, sont les maxima. Par exemple, pour A = (5,4,4,1), les extrema locaux sont 
les entiers 

-4 < -3' < -2 < V < 3 < 4' < 5, 
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le ' indiquant les maxima. On dit que les x, et les y\ sont les coordonnees entrelacees du dia- 
gramme. Ces coordonnees permettront d'exprimer relativement simplement les probabilites 
de transition du processus de Plancherel et du (^-processus de Plancherel, voir les paragraphes 
3.2 et 7.1. 

D'autre part, si A = (Ai, . . . , A,., 0, . . .) est une partition de taille n, on appelle coordonnees 
de Frobenius de A les deux suites 

a i = X i -i + l/2 ; &,- = A<-i + l/2, 

ou i varie entre 1 et la taille d de la diagonale du diagramme. Les deux suites (fl;)i<;<gd et 
{bi)i^Kd son t strictement decroissantes et determinent entierement le diagramme A. De plus, 
on dispose de l'identite 

d d 

Y^ ai + Y^bi = n= |A|, 

1 = 1 ! = 1 

qui est evidente si Ton voit a, ou b{ comme l'aire d'une ligne ou colonne partant de la dia- 
gonale, les cases de la diagonale etant coupees en deux. Dans ce qui suit, nous noterons 
A = A(A) = {ai,.. et —B = — B(A) = {— b\, . . ., — b^} les deux alphabets associes aux 
coordonnees de Frobenius d'un diagramme ; ces deux parties de Z' = Z + 1/2 ont meme 
cardinal. 




Figure 2.2 - Coordonnees de Frobenius d'un diagramme de Young. 



2.2 Moments d'un diagramme et graduations sur l'algebre 
d'observables 

Definition 2.1 (Observable de diagrammes). On appelle observable d'un diagramme A toute /auc- 
tion symetrique en Yalphabet (virtuel) A — (— B), done, toute combinaison lineaire de produits des 
moments de Frobenius 

Pk (X) = p k (A-(-B)) = £(a i f-(-b i ) k . 

i=l 

Par exemple, la taille |A| est une observable de diagrammes, car e'est le premier moment 
Pi(A). Dans ce qui suit, on note G l'algebre des observables de diagrammes; l'algebre G 
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2.2. Moments d'un diagramme et graduations sur l'algebre d'observables. 



est librement engendree par les moments de Frobenius ([IO02, proposition 1.5]), et est done 
isomorphe a l'algebre A. En particulier, les fonctions 

forment une base lineaire de G. Le degre d'une observable de diagrammes est obtenu en trans- 
portant par l'isomorphisme A ~ G le degre standard des fonctions symetriques. Autrement 
dit, deg = Ainsi, on dispose d'une premiere graduation sur l'algebre G. 



Examinons maintenant une seconde base. De facon analogue a ce qui precede, on definit 
les moments entrelaces d'un diagramme A par : 

i=l i=l 

En particulier, p~i(A) = Y%=\ x i ~ J^i=i Vi = pour tout diagramme, car cette quantite est aussi 
la somme des pentes de A(s) — \s\. Soit 



G A ( Z ) = ^' Z -^=lexp (tW 



■z 



-k 



k=l 



les fonctions generatrices des coordonnees entrelacees et des coordonnees de Frobenius du 
diagramme. On peut montrer que zG\{z) = <J>a(z — 1/2)/<3>a(z + 1/2) pour tout diagramme 
A, voir [IO02, proposition 2.6]. Par consequent, les moments entrelaces sont aussi des ob- 
servables de diagrammes, et on dispose des formules de changement de base 

— I 

L 2 J 1 / n 



VnW = E 2» \2k + l) P"- 1 - 2 ^ 

Pn(A) = Ei" ;(2 ^ 1) C fc Pn + l-2fc(A) 
k=Q L 

ou Cjt designe la somme sur toutes les compositions k = Yi,i^i d es inverses des produits 
Yli — (2kj + 1)!, et ou n^ k = n(n — 1) • • • (n — k + 1), avec par convention n^ 1 = l/(n + 1). On 
en deduit que les observables (pit) ^2 forment une base de transcendance de G. Le poids des 
observables de diagrammes est la graduation d'algebre definie par wt(pjt) = k pour k ^ 2. 
Compte tenu des formules de changement de base, wt(pjt) = k + 1, et la composante de plus 
haut poids de pjt est Pk+i/ (k + 1). 



La base des moments entrelaces est particulierement adaptee a l'etude analytique des dia- 
grammes de Young, et en particulier, elle permet de generaliser la definition des observables 
de diagrammes. Ainsi, on appellera diagramme continu toute fonction s 1-4 co(s) positive, 
1-lipschitzienne et egale a |s| pour |s| assez grand. L'ensemble des diagrammes continus sera 
note C €W ; via l'interpretation fonctionnelle des diagrammes de Young, W se plonge dans C €W . 
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Si co G c $3t ', on note cr u ,(s) = (co(s) — \s\)/2; c'est une fonction 1-lipschitzienne a support 
compacte. Les moments entrelaces d'un diagramme de Young continu sont definis par 

p k (cv) = / s k oZ(s)ds, 

la derivee s'entendant eventuellement au sens des distributions. On retrouve les moments 
entrelaces usuels pour des diagrammes de Young de partitions, et ceci permet d'etendre l'en- 
semble de definition d'une observable de W a C €W . D'autre part, si co est un diagramme 
continu et si t est un nombre reel strictement positif, on note 

a; f ( S ) = yjt C0(s/Vt) 

le diagramme renormalise en abscisse et en ordonnee d'un facteur \/t, voir l'exemple de 
la figure 2.3. Dans ce cadre, si / est une observable de diagrammes homogene de poids k, 




Figure 2.3 - Renormalisation co 1 d'un diagramme continu co. L'aire entre la courbe et la fonc- 
tion valeur absolue est multipliee par t. 

alors fico 1 ) = t k ^ 2 f(co). Le poids est done la graduation de 6 adaptee a la renormalisation 
« isotrope » de diagrammes equilibres ; dans le chapitre 8, nous verrons que le degre est une 
graduation adaptee a la renormalisation de certains diagrammes non equilibres. 

2.3 Permutations partielles et caracteres centraux 

Les caracteres centraux forment une autre base de l'algebre d'observables, et ils permettent 
d'etablir le lien avec la theorie des representations des groupes symetriques ([IO02, So6a]). 
L'idee est d'associer a toute partition y. la fonction 

ou g A designe le caractere irreductible du module de Specht V A , et avec n = |A|. Ces appli- 
cations doivent neanmoins etre renormalisees, et d'autre part, il faut pouvoir traiter convena- 
blement le cas ou > n. Pour ces deux raisons, il est utile de voir les caracteres centraux 
comme elements de l'algebre des permutations partielles. On appelle permutation partielle 
de taille n un couple (cr,S), ou a G & n et S est une partie de [l,tt]] telle que a{x) = x pour 
tout x G [1, nj \ S. Alternativement, on peut voir une permutation partielle de taille n comme 
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la donnee d'un support S C [l,w] et d'une permutation a G S(S). Le produit de deux per- 
mutations partielles est defini par 

(tr,S)(T,T) = (crr,SUT), 

et les permutations partielles de taille n torment ainsi un monoide non commutatif, de neutre 
(idp /H ], 0). Nous noterons 8S n l'algebre (complexe) de ce monoide. La theorie des representa- 
tions de cette algebre sera precisee dans la section 12.1, et Ton verra dans le chapitre 13 que 
cette construction rentre dans un cadre tres general. Pour l'instant, nous aurons seulement 
besoin de la limite projective =^00 des algebres 8S n . Si N ^ n, on peut definir une projection 
lineaire (pN, n '■ — > 8$ n en posant 

<p Ni n[(T r b) = < 

I smon. 

Les applications <pM, n sont des morphismes d'algebres, et elles sont compatibles entre elles. 
De plus, si le degre d'une permutation partielle est defini par deg(c, S) = cardS, alors les 
applications cpN /H sont compatibles avec les filtrations d'algebres associees au degre. On note 
£$co = ^m^^ &n l a limite projective des algebres de permutations partielles dans la categorie 
des algebres filtrees; ses elements sont les combinaisons lineaires formelles eventuellement 
infinies de permutations partielles de degres bornes. 



Fixons maintenant une partition ]i, et notons Eu la somme formelle infinie des permuta- 
tions partielles 

{a x ,\,. . . ,a Xin ){a liX ,. . . ,a lin ) ■■■ {a rA , . . . ,a Vi]lr ) , {a t/ j | 1 < i < £{y), l^j^m} 

ou a est n'importe quelle fonction injective | 1 ^ i < £{y), 1 ^ / ^ ^/} —> N*. Si <p n 

est la projection canonique 8§oo — > 8§ n , alors le projete (p n (E fl ) est donne par la meme somme, 
mais avec l'indice de sommation a restreint aux fonctions injectives a valeurs dans [1, n\. Soit 
7i n la projection de 8S n vers C6„ qui a une permutation partielle (a, S) associe la permutation 
c. Le projete E }liH = 7i n ((p n (E fl )) vaut lorsque n < \}i\, et dans le cas contraire, c'est un 
multiple de la classe de conjugaison C ul „-\ p \ : 

E p , n = n(n - 1) • • • (n - + 1) C^ ul „- M = C^ ul „- M , 

ou pour toute partition A de taille n, Ca = Ca /card C\. Ceci etant, le caractere central E^ est 
l'observable de diagrammes definie par 

^(AGf„)=x A (V), 

ou x A designe le caractere irreductible renormalise, c'est-a-dire que (dimA)^ A = g A . L'ap- 
partenance de E fl a & est en realite tout a fait non triviale, et elle decoule des deux resultats 
suivants : 

1. Dans 8Bca, les elements E^ engendrent une sous-algebre commutative =2^, et wt(Z ?< ) = 
+ t(y) est une graduation d'algebre sur sd^. Plus precisement, 

y, y, y, ( combinaison lineaire de termes de poids\ 

<fyl * ^7. — ^mU } i 2 + y inferieura \m\+l(n 1 ) + \n 1 \+l{p 2 )-2 ) 
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voir [So6a, corollaire 3.8]. Essentiellement, c'est parce que pour n assez grand, une per- 
mutation partielle de type y.\ et une autre permutation partielle de type ji 2 sont gene- 
riquement a supports disjoints, done commutent et ont pour produit une permutation 
partielle de type u\YA]iz. 

2. D'autre part, pour tout groupe fini G, si a et b sont deux elements du centre (CG) G de 
l'algebre du groupe, et si x es t un caractere irreductible normalise de G, alors x{ a ^) = 
X(a) x{b)- En effet, dans la decomposition de CG en blocs matriciels, (CG) G s'identifie 
a la somme directe d'espaces d'homotheties VG g Cidy, et la restriction de x V a (CG) G 
est la projection sur Cidy ; c'est done bien un morphisme d'algebres. Par suite, pour 
toutes partitions U\,U2,\, 

E n {X) x c Z ft (A) = * A (£ Fl ,„) x c x A (^ li2 ,n) = X A i^m,n x C e„ X ¥2 ,n) 
= X X {n n o <p n {E }n E n )) = (E Hl E H2 )(X) 

e'est-a-dire que le produit d'observables E^ et E^ 2 peut etre effectue directement dans 
£/oo C ^oo- Par consequent, compte tenu de la decomposition graduee des produits de 
caracteres centraux E^ * E^ 2 , il suffit de montrer que les caracteres centraux des cycles 
Ei sont des observables de diagrammes. 

3. En utilisant la formule de Frobenius pour u = kl n , on peut montrer que E] c (\) est le 
coefficient de z _1 dans la serie de Laurent 

1 ( iy k o A (z) 

k\ V *A(z-fc)' 

d'ou une expression de Z/ c en fonction des pi^k, voir [IO02, proposition 3.2]. Par exemple, 
E 1 = pi, E 2 = p 2 , E 3 = p 3 - |p n + \p x et E 4 = p 4 - 4p 2 i + y?2- Ainsi, les E k et les E }1 
sont bien dans G. 

A partir de ces observations, on peut etablir la proposition suivante, voir [IO02, corollaire 
4.3, corollaire 4.4 et proposition 4.9] : 

Proposition 2.2 (Base des caracteres centraux). Les observables (Eu)u e y forment une base lineaire 
de G, et les caracteres centraux des cycles (E^^forment une base de transcendance. La composante 
de plus haut degre de Eu est toujours egale a p }t . Par suite, 

E m * E n = E FlUfi2 + (termes de degre inferieur) . 

La filtration de l'algebre g/00 precedemment definie correspond a la filtration des poids sur l'algebre 
d'observables G ; par consequent, on a aussi 

E^ * E n = E^um + (tennes de poids inferieur) . 

Ces proprietes de factorisation des caracteres centraux en plus haut degre ou en plus haut 
poids joueront un role essentiel pour l'asymptotique des caracteres et des mesures sur les par- 
titions 1 . Concluons cette section en dressant une liste des diverses descriptions isomorphiques 
de l'algebre d'observables G : 



1. Nous decrirons plus en detail les termes du produit * Z„ 2 dans la section 8.3 ; ainsi, le produit peut etre 
ecrit comme somme sur des appariements entre les points des cycles de type ]i\ et les points de cycles de type 
le terme Ej^u^ correspondant a l'appariement vide. 
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1. Les moments de Frobenius p\ definissent un isomorphisme canonique 6 ~ A, ce qui 
permet d'effectuer des calculs dans l'algebre des fonctions symetriques. 

2. Les caracteres centraux E fl sont issus de l'algebre des permutations partielles ^oo, et 
plus precisement de l'algebre s^oo des invariants pour Taction par conjugaison de ©oo- 
Cette sous-algebre commutative est l'algebre d'lvanov-Kerov, voir la section 12.1. On 
dispose done d'un isomorphisme canonique 6 ~ =2/00, ce qui permet en particulier de 
calculer les coefficients de structure de l'algebre O dans la base des caracteres centraux, 
cf. [IO02, proposition 4.5] et [IK99, proposition 6.2 et theoreme 9.1]. Nous reviendrons 
sur ce point dans le chapitre 12. 

3. Enfin, les caracteres centraux E„ peuvent egalement etre vus comme elements de l'al- 
gebre des fonctions symetriques decalees, voir [OO98]. Un polynome symetrique de- 
cale en m variables est un polynome p{x\,x^,. . .,x m ) symetrique en les nouvelles va- 
riables \j[ = Xj — i + const, la valeur de la constante etant arbitraire (on la prendra par 
exemple egale a 0). Les polynomes symetriques decales en m variables forment une 
algebre A$(m), et on appelle fonction symetrique decalee un element de la limite pro- 
jective A" = l^m ^ )po A*(m). Une base de cette algebre est formee des fonctions de Schur 
decalees : 

jt / , det((x 1 + m-i)^+ m -% 

S ^' Xl Xm)= det((^ + m -0^) iV 81 ^ m ' et ° Sm ° n - 

On definit les fonctions sommes de puissances decalees en utilisant la formule de Fro- 
benius : 

Alors, on peut montrer que la fonction symetrique decalee p|(A) en les coordonnees 
standards X\, . . . , A r d'un diagramme est egale a E }1 (A), cf. [OO98, theoreme 8.1] et [IK99, 
theoreme 9.1]. Cette identite fournit un troisieme isomorphisme 6 ~ A". 

Notons que l'algebre A" est egalement mise en jeu dans un analogue du theoreme de Frobe- 
nius-Schur pour les groupes lineaires complexes GL(m, C). Ainsi, on peut montrer que A*(w) 
est naturellement isomorphe au centre Z(U(gl(m, C))) de l'algebre enveloppante de l'algebre 
de Lie gl(m,C) — e'est l'isomorphisme d'Harish-Chandra, voir par exemple [OO98, §2]. 



2.4 Cumulants libres et asymptotique des caracteres 

La derniere base importante de l'algebre ff est la base des cumulants libres ; elle a ete 
introduite par P. Biane dans [Bia98, Biao3a], et elle est inspiree par la theorie des probabilites 
libres de Voiculescu ([VDN92, Biao3b]). Si A est un diagramme de Young, on appelle mesure 
de transition de A la mesure de probabilite 

Alors, G\(z) = J R fi\{ds) est la transformed de Cauchy de la mesure de transition de A. 
De plus, 
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et compte tenu de cette expression analytique, on peut aussi definir la mesure de transition 
y w d'un diagramme continu 00 G c $3f. Nous expliquerons dans la section 3.2 l'origine de la 
terminologie « mesure de transition ». 

Ceci etant, pour toute mesure de probability y a support compact S C K, on appelle R- 
transformee de y la fonction reciproque de la transformee de Cauchy C ft au voisinage de 
l'infini : 

C„(z) = j^-J ■ R p (C tl (z))=z et R }l {z) = \ ( 1 + £ R k (y) A . 

J R Z — S Z Z \ fc=l / 

Les coefficients R k {y) sont appeles cumulants libres de la mesure y. En theorie des proba- 
bilites non commutatives, la R-transformee et les cumulants libres jouent un role analogue a 
la transformee de Fourier et aux cumulants standards des variables aleatoires. Les cumulants 
libres d'un diagramme sont les cumulants libres de sa mesure de transition : R k {X) = R] c (yx)- 
Le premier cumulant est toujours nul, et par inversion de Lagrange, 

R fc+ i(A) = -i[z- 1 ](G A (z))- fc 

pour tout entier k. On en deduit que les cumulants libres R k sont des observables de dia- 
grammes, et d'autre part, la definition analytique des cumulants prouve que 

R k (a> t ) = t k/2 R k (cv) 

pour tout diagramme continu co et tout entier k ^ 2. Par consequent, R; c+ i est une observable 
homogene de poids k + 1, et c'est en fait la composante homogene de plus haut poids k + 1 
de Zfc, car 

L k (A) = -I [z- 1 ] (G A (z) G A (z - 1) ••• G A (z-fc + l)) _1 

cf. [Biao3a, section 5] et [IO02, proposition 10.1]. Notons R f , un produit R^jR f , 2 • • • R fh de 
cumulants libres de diagrammes. Alors, compte tenu de la propriete de factorisation en plus 
haut poids des caracteres centraux, 

£}4 = R-u+i + (termes de poids inferieur) 

pour toute partition y, ou y + 1 designe la partition obtenue a partir de y en ajoutant 1 a 
toutes ses parts. En particulier, les (Rjc+i)/ c >i forment une base de transcendance de ff, et les 
(R^ + i)^ e ^ forment une base lineaire. Dans la formule precedente, on peut montrer que les 
termes de poids inferieur a \y\ + £(y) — 1 sont en realite de poids inferieur a \y\ + £(y) — 2 ; 
en effet, tous les poids apparaissant ont la meme parite que \y \ + £(y)- 



L'identite reliant a Ru+i est a la base de resultats asymptotiques importants pour les 
caracteres du groupe symetrique. Etant donnee une constante A > 1, une partition A est dite 
A-equilibree si sa longueur £(A) et sa plus grande part Ai sont inferieures a A^/n, ou n = |A|. 
Alors, le diagramme continu w = (a; A ) 1// l A l verifie co(s) = \s\ pour tout s ^ A. En particulier, 
les diagrammes continus obtenus par renormalisation de diagrammes A-equilibres forment 
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une partie relativement compacte de ^2^, et toute observable de diagrammes (continus) est 
bornee sur cette partie. On en deduit que 



|Z„(A)-R„ +1 (A)| 



M+fQO-2 
< n 2 



E A( A ) 

fc=0 



E I/* (A) I 

fc=0 



E IAHK Cn 2 



fc=0 



ou C est une constante qui ne depend que de A (et de fi). Dans ce qui suit, si y. est une 
partition et si n est un entier plus grand que \}i\, on note cr^ n une permutation de & n de type 
ji\ n -M r et |cr ?</ „| le nombre minimal de transpositions dans une factorisation de o~ }hn en cycles, 
c'est-a-dire — On deduit de ce qui precede : 

Theoreme 2.3 (Expression asymptotique des caracteres des groupes symetriques, [Bia98]). 

Pour tout A > 1 et toute partition y., il existe une constante positive C(A, u) telle que 

\X X (^,n) ~ n-M R fl+1 (A) \ ^C(A,fi) n-^- x 



pour tout diagramme A-equilibre A de taille n ^ En particulier, % (a^ /n ) = 0(n ~), et d'autre 
part, Y estimation precedente implique la factorisation asymptotique des caracteres. Ainsi, si a )h „ et a T/ „ 
commutent, alors 



\X A {°~}i,nO-T,n) ~ X A ((T}t,n)X A ( cr T,n)\ < D{A,]l,r) n 



l^/Jll + I^T/Jll 



-1 



pour tout diagramme A-equilibre A de taille n^\u\ 



T 



L'expression asymptotique des caracteres indexes par des partitions A-equilibrees im- 
plique egalement des resultats de concentration pour la forme d'une partition apparaissant 
dans la decomposition d'un C6 n -module construit par produit tensoriel, restriction ou induc- 
tion, voir [Bia98, theoremes 1.4.1, 1.5.1 et 1.6.1], et [Biaoia, So6b]. D'autre part, le lien entre 
caracteres centraux et cumulants libres permet de demontrer tres facilement des lois limites 
pour les grandes partitions aleatoires, voir en particulier les sections 3.3 et 10.2 ; c'est l'interet 
essentiel de cette notion. Concluons ce paragraphe en evoquant deux proprietes additionnelles 
des cumulants libres. 

1. Notons M f i(\) les moments de la mesure de transition d'un diagramme A; ce sont des 
observables de diagrammes, car si 

G A (z) = \ exp f £ EM A = \(\+ thW *- k ) , 

alors Mji(A) = hp(X) pour toute partition \i. On doit a R. Speicher une interpretation 
combinatoire des relations entre moments et cumulants libres d'une mesure de proba- 
bility, cf. [Spe98, NS06]. Si n est une partition ensembliste de l'ensemble [l,n], on note 
M n = M p et R n = R p les moments et cumulants libres indexes par la partition p obtenue 
en prenant les tailles des parts de n. La partition n est dite non croisee s'il n'existe pas 
de quadruplets i < j < h < I tels que i ~tt k et j ~tj- I. Si Ton place les entiers 1, 2, . . . , n 
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sur une droite et si Ton dessine les blocs de la partition n, alors la condition de non croi- 
sement a une signification geometrique evidente, voir la figure 2.4. L'ensemble 9t(£(n) 
des partitions non croisees de [1, nj est de cardinal le nombre de Catalan C n , et il forme 
un treillis ordonne pour l'ordre de raffinement sur les partitions d'ensemble. Dans ce 
cadre, on peut montrer que 

M k = R n ; R k = X] F(^com P )M^ 

ou ]i{n) = rX>i( — l)! 71 '! -1 C\ n .\_i est la fonction de Mobius du treillis yi£(k), et 7r com p 
designe le complementaire de n au sens de Kreweras, voir par exemple [So6a, §2.2.4]. 
Ainsi, au prix d'une inversion de Mobius, on peut ramener l'etude des cumulants libres 
de diagrammes R^(A) a celle des moments M^(A). Or, ces derniers peuvent etre vus 
comme moments des elements de Jucys-Murphy au sens des probabilites non commu- 
tatives. On renvoie a [Bia98, Biao3a] et [So6a, §2.1.8 et §4.2] pour de plus amples details 
au sujet de cette interpretation. 




123456789 10 11 12 



Figure 2.4 - La partition n = {1,4,5,6} U {7, 11, 12} U {2,3} U {8, 10} U {9} est non croisee. 



2. La composante de plus haut poids de E k etant le cumulant R k +i, on peut montrer que 
tout caractere central (d'un cycle) s'ecrit comme polynome a coefficients entiers en les 
cumulants d'ordre inferieur a son poids. Par exemple, 

Z 1 =R 2 ; £ 2 = R 3 ; E 3 = R 4 + R 2 ; 
L± = R 5 + 3R 3 ; L 5 = R 6 + 15R 4 + 5R\ + 8R 2 . 

Les termes suivants sont calcules a la fin de [Biao3a]. On appelle polynome de Kerov 
le polynome universel K k tel que Z; c = K] C (R2, . . . ,R; c +i). Le polynome de Kerov associe 
au caractere central d'un cycle a tous ses coefficients positifs (cf. [Feo/]), et on peut 
donner une interpretation combinatoire des dits coefficients en termes de nombres de 
factorisations d'une permutation, voir [DFS08, theoreme 1.4]. 

Un dernier point que nous avons omis est la determination de toutes les filtrations d'algebre 
de 6 ; ainsi, une classe tres generale de telles filtrations est decrite par [IK99, proposition 10.3] 
et [IO02, proposition 4.7], et nous renvoyons le lecteur a ces articles s'il souhaite pallier cette 
omission. Outre le degre canonique et le poids, nous aurons par la suite besoin du degre de 
Kerov (section 3.4 et chapitre 11) et du a-degre (section 10.3) ; nous les presenterons en temps 
voulu. 
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2.5 Correspondance de Markov-Krein et topologie des diagrammes 
continus 

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitions preciser tres clairement la topologie induite 
sur c $3/ par la convergence des observables de diagrammes de l'algebre 0. Ainsi, etant donnee 
une suite — pour l'instant deterministe — {to n )n&i de diagrammes continus, que peut-on dire 
si pour toute observable / G 6, f{to n ) admet une limite ? La reponse rentre dans le cadre de 
la correspondance de Markov-Krein, qui est exposee dans son cadre le plus general dans les 
articles [Ker93b, Ker98]. Nous suivrons ici peu ou prou le second article. 

Si to est un diagramme de Young continu dans C €W , nous avons vu dans les paragraphes 
precedents comment lui associer : 

- une fonction G w (z) analytique sur le demi-plan de Poincare H = {2 6 C | 3f(z) > 0} : 

La fonction G w {z) a sa partie imaginaire negative lorsque z reste dans H; de plus, 
limy-H-oo iy Geo (iy) = 1. Enfin, elle admet une limite finie lorsque z tend vers f 6 R avec 
t en dehors du support de a w . 

- une mesure de probability a support compact ]i w dont la transformed de Cauchy est la 
fonction G w (z) : 

g„(z)= r^. 

On obtient ainsi une bijection entre ^W, les mesures de probabilite sur R a support compact, 
et les fonctions analytiques sur H qui verifient 

Vz e H, 9f(N(z)) < ; lim iyN(iy) = 1 ; 

y— >+oo 

Vf reel en dehors d'un certain compact, lim N(z) existe. 

r z^t,z£H v 

Cette correspondance to «-> G w O fia, est appelee correspondance de Markov-Krein, et elle est 
homeomorphique pour la topologie de la convergence uniforme sur C £W, la topologie de la 
convergence en loi des mesures de probabilite, et une topologie que nous preciserons plus loin 
sur les fonctions analytiques a partie imaginaire negative. Malheureusement, ces topologies 
(metrisables) ne rendent pas les espaces sous-jacents complets ; par suite, il convient d'intro- 
duire des objets plus generaux pour comprendre pleinement les proprietes topologiques de 
cette correspondance. Definissons done les quatres espaces metrisables complets suivants : 

- diagrammes continus generalises : soit ^ 1 l'ensemble des fonctions to : R — > 1R qui 
sont 1-lipschitziennes et verifient 

f 1 (l + a;'(s))^<oo ; r°°(l-o;'(s))^<o , 
J-00 p| Ji p| 

etant entendu qu'on identifie deux telles fonctions si elles different d'une constante. II 
existe une distance sur qui en fait un espace metrique complet, et telle que ([w n ])neN 
converge vers une classe d'equivalence [co] dans si et seulement si Ton peut choisir 
des representants tels que co n — > to uniformement sur toute partie compacte S C R. On 
a bien sur C C & x . 
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- fonctions de Rayleigh : soit l'ensemble des fonctions mesurables sur R telles que 

^ . _ , \ f° R(s) , r°°l-R(s) , 

Vs,0<R(s)<l ; / -^ds<oo ; / - y ds < 00 , 

./-oo -i + |s| JO 1 + l s l 

etant entendu qu'on identifie deux telles fonctions si elles sont egales presque partout. 
Une suite de fonctions de Rayleigh (R n ) n en converge vers une fonction R si 

f X R n(s) , r R(s) , 

VxeR, lim / -Jiy j ds= / T ±-^ds ; 

"^J-oo 1 + \S\ 7-ool+|s| 

Vx G R, lim / — — ^Y- ds = / — rr- ds . 

n ^°°Jx l + l s l Jx 1 + \ s \ 

Dans ce cas, la limite R est encore une fonction de Rayleigh. II existe une distance sur 
compatible avec cette notion de convergence, et complete; pour cette distance, la 
convergence R n —¥ R dans M l est equivalente 2 a 

b rb 

R n (s)ds -> / R(s)ds 

J a 

pour tout intervalle borne [a, b] . 

- fonctions a parties imaginaires negatives : soit JV X l'ensemble des fonctions analytiques 
sur H qui ont leur partie imaginaire negative, et verifient lim J/ ^ oii/N(ii/) = 1. On 
munit Jf l de la restriction de la topologie de Montel, c'est-a-dire la topologie de la 
convergence uniforme sur tous les compacts de H. De nouveau, il existe une distance sur 
jV x compatible avec cette topologie et complete. De plus, si (N n )„ e N suites de fonctions 
de JV X converge pour la topologie de Montel vers une fonction analytique (a partie 
imaginaire negative) /, alors / appartient a si et seulement si 

lim sup |iy/n(iy) — 1| = 0. 

y ^°°ne]N, y^Y 

- mesures de probabilite : on note J( l = ^(R) = £»(R) 1 'espace des mesures de 
probabilite (boreliennes) sur la droite reelle, et on le munit de la topologie de Skorohod 
de la convergence en loi, cf. [B1I69, chapitre 1]. II est bien connu qu'il existe une distance 
(naturelle !) sur Jt 1 compatible avec cette topologie, et qui en fait un espace complet. 

Avec ces definitions, la correspondance de Markov-Krein generalisee s'enonce comme suit : 

Theoreme 2.4 (Correspondance de Markov-Krein generalisee, [Ker98]). La correspondance de 
Markov-Krein entre diagrammes de Young continus, mesures a supports compacts et fonctions analy- 
tiques a partie imaginaire negative est la restriction d'une correspondance homeomorphique entre les 
quatre espaces metriques complets : 

1. La bijection 3% x -H* <3/ x est donnee par : 

R{s) = hl + co'(s)) ; co{s) = [ S (2R(t)-l)dt. 
1 Jo 

2. Attention, si une suite (Rn)n6N de fonctions de Rayleigh converge en ce sens vers une fonction mesurable R, 
il n'y a a priori aucune garantie pour que R soit une fonction de Rayleigh dans M . C'est la raison pour laquelle on 
doit attacher une distance a cette topologie ; des phenomenes du meme type ont lieu pour les deux autres espaces 
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2. L'homeomorphisme ,jV l -H* & l est fourni par la representation integrate de Nevanlinna des 
fonctions a partie imaginaire negative : 

xr/ n 1 ( f° R ( s ) . ri-R(s) j 

N(z) = -exp -/ -Hds+ — — r^s 
z V •/-<» z — s yo z — s 

3. La correspondance Ji x o ^/K 1 esf /a transformee de Cauchy des mesures de probability, qui pent 
etre inversee par laformule de Perron-Frobenius : 

N(z)= [ ; f u(ds)=--lim [ $S(N(s + iu))ds. 

Jr z-s J a 7iy^°°J a 



Muni de ce resultat abstrait, placons-nous dans la situation decrite au debut de ce para- 
graphe, c'est-a-dire avec une suite (co n )neN de diagrammes continus dont on sait que certaines 
observables admettent des limites. II arrivera souvent dans la suite qu'on sache par exemple 
calculer les limites des cumulants libres : 

Vfc ^ 2, 3r k = lim R k (co n ) ■ 

Comme les cumulants libres engendrent l'algebre 6, en effectuant des changements de base, 
on peut alors virtuellement calculer les limites de toutes les observables f{co„) ; en particulier, 
les moments hk(to n ) des mesures de transition ]i n des diagrammes ont tous des limites m k . S'il 
existe une mesure de probability sur R qui a pour moments les nombres m k , et qui est determi- 
ned par ses moments, ceci implique la convergence en loi ]i n — > y. dans l'espace ^(R). Alors, 
par la correspondance de Markov-Krein generalisee, il existe un diagramme continu genera- 
lise co tel que co n — > co uniformement sur tout compact de R. En particulier, si les moments 
m k correspondent a une mesure a support compact u, alors cette mesure est automatiquement 
determinee par ses moments, et elle correspond a un (vrai) diagramme continu co. Ainsi : 

Proposition 2.5 (Topologies faible et forte sur les diagrammes continus). Soit (co n ) ne fj une suite 
de diagrammes continus qui converge pour la topologie faible vers un diagramme continu coco 6 C £W, 
c'est-a-dire que pour toute observable de diagrammes f dans 6 (ou toute observable dans une base 
algebrique), f{co n ) tend vers f(cooo). Alors, co„ converge vers a>oo uniformement sur tout R. 

Autrement dit, si (co n )nGK converge vers C0oo pour la topologie faible induite sur C 6W par G, 
alors la suite converge en fait pour la topologie forte 3 — notons que l'appartenance co 00 S C £W 
fait partie des hypotheses de l'enonce. 

Demonstration. Comme un diagramme continu 00 (s) est 1-lipschitzien est egal a |s| pour s 
assez petit ou s assez grand, on a forcement co(s) ^ |s| pour tout s. En effet, si co(s) < |s| 
pour un certain s, disons s positif, alors o;(s) ^ s — e pour un certain e > 0, et par caractere 
1-lispchitzien, co(t) ^ t — e pour tout t plus grand que s; ceci contredit l'hypothese prece- 
dente. Maintenant, on sait deja que sous les hypotheses de l'enonce, co„ converge vers C0oa 
uniformement sur toute partie compacte ; en particulier, c'est vrai sur le support S = [a, b] de 
Coo(s) = (cOco(s) — |s|)/2. Quitte a etendre ce support, on peut supposer a ^ et b ^ 0. Pour 
tout £ > 0, au-dela d'un certain rang N, 

\\(^>n ~ ^oo||oo,S *S e • 

3. Ce point precis et sa preuve ne sont pas vraiment mentionnes dans [IO02]; c'est essentiellement pour cela 
que nous avons consacre une section complete a ces subtilites topologiques. 



31 



Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes. 



Si s ^ a, alors oo n (s) — o>eo(s) = co n {s) — \s\ ^ par hypothese sur les co n . Mais d'autre part, 
(co n (s) — \s\)' = co' n {s) + 1 ^ 0, done : 

a; n (s) — a>oo(s) = <x> n (s) — |s| ^ oo n (a) — \a\ ^ e. 

On conclut que sur S_ =] — oo, a], on a egalement ||o; n — a^Hoo^- ^ £• De meme, si s ^ b, 
alors (o; n (s) — \s\)' = co' n (s) — 1^0, done : 

^ co n (s) — tt>oo(s) = co n (s) — \s\ < co n {b) — \b\ ^ e . 

et \\co n — 0^001)00,5+ ^ £ si S + = [b, +00 [. Tout ceci implique bien : 

\\C0„ — a?oo||oo,]R S$ £ 

pour n assez grand, ce que Ton souhaitait. □ 

Ainsi, l'algebre des observables de diagrammes permet d'etablir la convergence pour la 
topologie uniforme (sur tout M) d'une suite (co„) ne fj de diagrammes de Young continus vers 
un diagramme continu ow Neanmoins, cette notion de convergence n'est pas la plus forte 
que Ton puisse esperer. Ainsi, en plus de demander que \\co n — tOco\\co tende vers 0, on peut 
souhaiter que les supports des diagrammes co n restent bornes et convergent vers celui de to 00, 
e'est-a-dire que : 

a(co n ) = inf{s G R | oo n (s) ^ |s|} — > a(<x>oo) ; 
b{co n ) = sup{s G IR I co n {s) 7^ |s|} — > b(coco) ■ 

On dira dans ce cas que (co n )neN converge ultra-f ortement 4 vers o^. Dans ce qui suit, nous 
observerons a trois reprises ce phenomene de convergence ultra-forte, a savoir, pour les dia- 
grammes de Young renormalises tires aleatoirement sous les mesures de Plancherel (chapitre 
3), sous les mesures de Schur-Weyl de parametre a = 1/2 (chapitre 10), et sous les mesures 
de Gelfand (chapitre 11). Dans ces contextes, les techniques d'observables de diagrammes ne 
donneront rien de plus que la convergence uniforme, et nous aurons recours a d'autres types 
d'arguments pour etablir la convergence des supports. 



4. La terminologie est locale et n'a rien a voir avec la notion de topologie ultra-forte d'algebre d'operateurs. 
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Chapitre 3 



Asymptotique de la mesure de 
Plancherel sur les partitions 

Dans ce chapitre, nous presentons les deux resultats les plus marquants de la theorie 
asymptotique des representations du groupe symetrique : la loi des grands nombres de 
Logan-Shepp-Kerov-Vershik (1977) et le theorem e central limite de Kerov (1993). Nous sui- 
vrons pour l'essentiel la preuve de [IO02]; elle repose sur les proprietes combinatoires de 
l'algebre d'observables exposees dans le chapitre 2. On emprunte egalement des arguments a 
[Biaoib, So6b]. L'objet principal des seconde et troisieme parties du memoire sera la preuve de 
resultats analogues a ceux de ce chapitre, mais dans le contexte des mesures de Schur-Weyl, 
des mesures de Gelfand et des mesures de Plancherel des algebres d'Hecke. De nombreux 
arguments seront done reemployed plus tard, en particulier la theorie due a Sniady des cumu- 
lants et des cumulants disjoints d'observables de diagrammes (section 3.4). 

Dans tout ce qui suit, on utilise la notation E [X] pour l'esperance d'une variable aleatoire 
X, et la notation P[A] pour la probability d'un evenement A. Si une mesure M est deja fixee, 
on notera aussi M[X] = E[X] l'esperance de X sous M, et M[A] la probabilite de A sous M. 



3.1 Probleme d'Ulam et correspondance RSK 

La mesure de Plancherel est l'objet d'etude principal de ce chapitre, et cette mesure de 
probabilite admet une definition purement algebrique issue de la theorie des representations 
et valable pour tout groupe fini G, cf. la proposition 3.2. Ceci etant, pour le groupe symetrique 
& n , on peut relier la mesure de Plancherel a un probleme combinatoire sur les permutations. 
Si a est une permutation de mot a{\) a(2) ■ ■ ■ u(n), on appelle sous-mot croissant de a un 
sous-mot 

a(h) cr(i 2 ) ■ ■ ■ cr(i r ) avec a{h) < a(i 2 ) < ■ ■ ■ < cr(i r ) . 

La plus grande longueur d'un sous-mot croissant de a sera notee L(cr) ; cette quantite peut 
varier entre 1 et n. On suppose maintenant que a = a n est tiree au hasard equiprobablement 
parmi les n\ permutations de & n , et on s'interesse a la distribution de la variable aleatoire 
L n = L(o~ n ). Ce probleme a ete souleve dans les annees i960 par S. M. Ulam (cf. [Ula6i]), et 
une application ingenieuse du principe des tiroirs montre que l'esperance de L n verifie 

E[L n ] > ^v^T, 
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voir [ES35]. J. M. Hammersley a ensuite montre que L n / ^Jn convergeait en probabilite vers 
une constante finie c (cf. [Ham/2]) ; finalement, il a ete montre par Logan et Shepp ([LS77]) 
et independamment par Kerov et Vershik ([KV77]) que c = 2, voir plus loin le theoreme 3.3. 
L'idee est de se ramener a l'etude de partitions aleatoires en lieu et place des permutations 
aleatoires ; la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth permet ce transport de mesure 
de probabilite. 



Compte tenu de l'identite des carres evoquee a la fin de la section 1.3, il existe une bijection 
entre les n ! permutations de taille n et les paires de tableaux standards de taille n et de meme 
forme. On doit a Robinson et Schensted ([Rob38, Sch6i]) une bijection explicite 

RSK : a £6„4 {P {a) , Q{a)) G |J Std(A) x Std(A) 

telle que la plus grande longueur d'un sous-mot croissant de c corresponde a la taille de la 
premiere part de la forme commune A des tableaux P(c) et Q(c). L'algorithme RSK 1 est le 
suivant : 

1. On part des tableaux vides P = Q = 0, et on lit le mot de a de gauche a droite. 

2. Pour chaque lettre j = u(i), on insert j dans P de la facon suivante. Si j est superieur a 
tous les elements de la premiere ligne de P, on place j a la fin de cette premiere ligne. 
Sinon, si / est le premier entier de la premiere ligne plus grand que /, on remplace / par 
; dans cette ligne, et on insere / dans la seconde ligne. On reitere cette operation jusqu'a 
ce qu'une case ait ete ajoutee au bord de P. 

3. On ajoute la meme case au bord de Q, et on la numerate i. 

Par recurrence sur la longueur n du mot a, il est clair que les deux tableaux P(c) et Q(c) sont 
standards et de meme forme. 



P(cr) 



Figure 3.1 - Tableaux standards associes a la permutation a = 631754298 par l'algorithme 
RSK. 



On peut egalement retrouver P(c) en appliquant l'algorithme du jeu de taquin au ruban 
standard obtenu en lisant le mot de a, voir la figure 3.1. D'autre part, Q(c) est toujours egal a 
P{a~ l ) — ce point jouera un role important dans le chapitre 11. On renvoie a [FUI97, chapitres 
1-4] pour une preuve detaillee de ces resultats et de la proposition suivante : 

Proposition 3.1 (Correspondance de Robinson-Schensted-Knuth, [Rob38, Sch6i]). L'algorithme 
d 'insertion de Schensted peut etre inverse; ainsi, RSK est une bijection entre & n et LLe%(Std(A)) 2 . 
De plus, si A(c) designe la forme commune des tableaux P(c) et Q(o~), alors L(cr) = (A(c))i. 

1. L'algorithme de Robinson et Schensted a ete generalise dans les annees 1970 par D. Knuth, d'ou l'acronyme 
RSK. 
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Par consequent, la loi de L(a n ) sous la mesure uniforme pour les permutations de &„ est egale 
a la loi de Ai sous la mesure de probabilite 

p = (cardStd(A)) 2 
n! 

pour les partitions de taille n. Dans ce qui suit, nous noterons M„ cette mesure sur ; ainsi, 
M 4 (4) = 1/24, M 4 (31) = 3/8, M 4 (2 2 ) = 1/6, M 4 (21 2 ) = 3/8 et M 4 (l 4 ) = 1/24. 

3.2 Mesures et processus de Plancherel 

La mesure M„ presentee dans le paragraphe precedent herite de nombreuses proprietes 
algebriques, car c'est un cas particulier de mesure de Plancherel. Si G est un groupe fini et 
si V est un CG-module, on rappelle que V se scinde de maniere unique en somme directe de 
CG-modules simples : 

V ~ CG n A (V) V\ avec n A (V) ^ 0. 

v a gg 

Definition 3.2 (Mesure de Plancherel). On appelle mesure de Plancherel d'un CG-module V la 
mesure de probabilite 

n A {V) dimV A 



My(A) 



dimV 



sur I'ensemble G des classes d'isomorphismes de CG-modules simples. En particulier, la mesure de 
Plancherel P\q d'un groupe fini est la mesure de Plancherel de sa representation reguliere : 

(dim V A ) 2 



Dans un contexte d'analyse harmonique non commutative (cf. [Var89]), on peut interpre- 
ter la mesure de Plancherel comme la duale de la mesure de Haar du groupe; detaillons 
brievement cette interpretation. On rappelle qu'un espace L 2 non commutatif est une algebre 
de von Neumann M °4 ^(H) munie d'une trace, c'est-a-dire une application positive ho- 
mogene T : ^ + — > [0, +00] qui est traciale, fidele et normale — on renvoie a [PX03] pour 
des precisions sur cette terminologie. Si la trace est finie, elle s'etend de maniere unique en 
une forme lineaire T : M — > C, et l'espace L 2 (^#, t) est la completion de ^# pour la norme 
prehilbertienne 

||a|| 2 = r(a*a) . 

Un espace de probabilite non commutatif est un espace L 2 non commutatif dont la trace 
verifie r(l jf) = 1. Lorsque M est de dimension finie, les subtilites topologiques peuvent etre 
omises, et a la sesquilinearite du produit scalaire pres, la notion coincide avec celle d'algebre 
de Frobenius (normee), cf. [Nak39]. Toute algebre d'endomorphismes End(V) est un espace 
de probabilite non commutatif pour la trace normalisee 

/ \ f \ tr(tt) 
t(m) = try(u) - 



dimV' 



et d'autre part, l'algebre d'un groupe fini CG est un espace de probabilite non commutatif 
pour la trace normalisee trcG obtenue par restriction de la trace normalisee de End(CG) a 
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l'image CG End(CG) de la representation reguliere gauche. Un calcul tres simple montre 
qu'en tant qu'espace de Hilbert, CG est l'espace L 2 standard de la mesure de Haar du groupe : 

V/= E /(*)*, ll/H 2 = tr CG (/7) = f \f(g)\ 2 dm Haar (g) = -i- £ |/fe)| 2 . 

Si P est une mesure de probability sur G, on peut lui associer une structure d'espace de 
probabilite non commutatif sur AG gEnd(V A ) en considerant la trace normalisee 

Tp = P (A) tr yA . 

AeG 

Alors, la transformed de Fourier abstraite CG — > AG gEnd(V A ) est une isometrie d'espaces 
de probabilite non commutatifs si et seulement si Ton prend P = P1g- Ainsi, la mesure de 
Plancherel apparait bien naturellement comme duale de la mesure de Haar du groupe. Nous 
donnerons dans le chapitre 7 une interpretation semblable de la ^-mesure de Plancherel; 
d'autre part, la notion d'espace de probabilite non commutatif sera utile pour comprendre les 
raisonnements du paragraphe 3.4. 



Pour le groupe symetrique & n , dim V A = card Std(A), done la mesure M„ n'est nulle autre 
que la mesure de Plancherel Ple„- De plus, il existe un processus aleatoire (AW) ne nj a valeurs 
dans & et tel que la loi marginale de A n soit exactement M n . En effet, considerons le processus 
markovien de probabilites de transition donnees par 



p(A,A) 



J_ dim A „; 1 / a 
|A| dimA ' 7V ' 

sinon. 



C'est le processus de Plancherel des groupes symetriques. Compte tenu du theoreme de 
branchement 1.4, si n designe la taille de |A|, alors la probabilite de transition p(A, •) est la 
mesure de Plancherel de Ind 6 " +1 (V ). Comme 

IndJ +1 (C6 n ) = Ce n+1 ®ce n C6 n = C6 )3+1 , 

on en deduit par recurrence sur n que la loi de AW est M n . De plus, les probabilites de 
transition se calculent aisement a l'aide de la formule des equerres : 



p(A,A) 



On peut done construire tres facilement de grands diagrammes de Young aleatoires tires 
suivant la mesure de Plancherel, voir la figure 3.2 — le diagramme a ete construit a l'aide du 
logiciel libre sage, cf. [S + io]. Alternativement, on peut realiser le processus de Plancherel en 
projetant par la correspondance RSK le processus de Knuth. Ce processus markovien produit 
une suite de permutations (cr( n >)n£N en inserant aleatoirement et de facon equiprobable la 
lettre n + 1 dans le mot de cW pour obtenir le mot de o~( n+1 \ II n'est pas difficile de montrer 
que si (^ 1t ') n e'N es * un processus de Knuth, alors (A(c( n ))) we]N est un processus de Plancherel 
— il suffit d'utiliser le theoreme de branchement 1.4 et l'identite dimA = cardStd(A). 



A partir de la formule des equerres pour les probabilites de transition du processus de 
Plancherel, on peut retrouver la mesure de transition des diagrammes evoquee dans la sec- 
tion 2.4. Ainsi, si A est obtenu a partir de A en rajoutant une case au niveau du coin d'abscisse 
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Xk, alors p(A,A) = }ix{ x k)- Les mesures de probabilite p(A, •) et ^ peuvent done etre iden- 
tifiers. Partant de cette observation, Kerov a propose un analogue differentiel deterministe 
du processus de Plancherel, voir par exemple [Ker99]. Rappelons que si co est un diagramme 
continu, sa mesure de transition ji^ est la mesure de probabilite definie par la relation 

1 ™„ ( f a 'u( s ) j„\ __ f i*Uds) 



R Z — S 

Un processus de Plancherel differentiel est la donnee d'une famille de diagrammes continus 
(w(-,t))teM + qui croissent suivant leurs mesures de transition : 

dcr(s,t) , , , . 

Alors, les fonctions generatrices G^f.^ = G(-, f) satisfont l'equation hydrodynamique de 
Burgers 

^0 +G(z , () ^M = , 

or dz 

et on peut montrer que les processus de Plancherel differentiels ont la meme asymptotique 
que les processus de Plancherel « algebriques ». Le lien entre cette approche analytique et 
la definition algebrique des processus de Plancherel est explique dans les articles originaux 
[LS77, KV77]; l'asymptotique des processus de Plancherel y est egalement traduite en un 
probleme variationnel pour une fonctionnelle sur les diagrammes continus, voir [LS77]. Pour 
notre part, nous menerons l'analyse asymptotique des mesures M n en restant dans le cadre 
algebrique, et en utilisant les observables introduites dans le chapitre 2. 



Figure 3.2 - Diagramme de Young aleatoire tire suivant la mesure de Plancherel pour n = 
500. La difference II A* — fill 00 vaut ici environ 0.07. 



3.3 Loi des grands nombres 

Les contours du diagramme aleatoire presente dans la figure 3.2 epousent une forme regu- 
liere Q, et ce phenomene est d'autant plus prononce que n est grand. Le theoreme fondamental 
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suivant precise cette affirmation. Si A est un diagramme de Young de taille n, nous noterons 
A* le diagramme renormalise A 1 /" ; l'aire entre le diagramme continu A* et la fonction valeur 
absolue est done egale a 2. 

Theoreme 3.3 (Logan-Shepp-Kerov-Vershik, [LS77, KV77]). Soit Q le diagramme continu defini 
par 




si \s\ ^2, 
sinon. 



Ce diagramme est la forme limite universelle des diagrammes de Young tires suivant la mesure de 
Plancherel. Ainsi, pour tout e > 0, la probability M n [||A* — Q||oo ^ e] tend vers 0. 



La preuve du theoreme 3.3 est en realite assez aisee si Ton utilise les cumulants libres de 
diagrammes. En effet, on peut facilement calculer la fonction genera trice 



Gn(z) = o 



de la forme limite O, et son inverse formel au voisinage de l'infini est Rq (z) = z + 1/z. Comme 
la topologie de la convergence uniforme sur c $3f peut etre controlee par les cumulants libres 
(voir la section 2.5), il suffit de montrer la convergence en probabilite des cumulants libres : 



V;>2, Rj(X* n ) 



1 si] = 2, 
sinon. 



Or, sous les mesures de Plancherel M„, les moments des caracteres centraux peuvent etre 
rendus explicites. Ainsi, 

M n [E pi ] = n+W £ { ^^X\V) = tr CSn ( V „ Hf(| ) = 1^, 

car la decomposition de la trace reguliere sur la base des caracteres irreductibles est donnee 
par le mesure de Plancherel, et parce que cette trace evaluee en un element a du groupe vaut 
sauf si a = idp /H j est le neutre. Comme (Z fi ) ?J6 ^ est une base de & , on en deduit que toute 
esperance d'observable / sous la mesure de Plancherel M n est un polynome en n. De plus, si 
wt(/) = k, alors ce polynome est de degre inferieur a k/2, car ceci est vrai pour les observables 
Ljt. Pour u = 1 , il existe une observable / de poids inferieur a 2k — 1 telle que 

(R 2 ) k = E lk -f. 

Par consequent, M„[(R 2 (A)) k ] = n k + 0{n k - 1/2 ), et 

M n [(R 2 (A*)) k ]=l + 0(n- 1 / 2 ). 

Le cumulant ^(A*) converge done en moments vers la constante 1, et en particulier il con- 
verge en probabilite. D'autre part, le meme argument pour j ^ 3 et k ^ 1 montre que 

M n [(Rj(X)) k ] = 0(n^ k - 1 ^ 2 ) ; ainsi, 

M n [{R^{nf] = 0(n- 1/2 ) . 

Ceci implique la convergence en probabilite Rj^(\*) — > 0, d'ou le theoreme de Logan-Shepp- 
Kerov-Vershik. 
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Ainsi, en tirant parti des proprietes des diverses bases de l'algebre d'observables 6, on 
peut demontrer facilement des resultats asymptotiques sur les partitions tirees suivant une 
mesure de Plancherel. Le point important de la preuve est le calcul de l'esperance des carac- 
teres centraux, et ce calcul peut etre generalise comme suit : si My est la mesure de Plancherel 
d'un C6 n -module V, alors 

Mv[L 1i ]=n^\ X V (^ l n- M ), 

X V designant le caractere normalise de V. Ensuite, on utilise les graduations de l'algebre 
d'observables pour remplacer par sa composante de plus haut poids, ou plus generalement 
par sa composante en plus haut degre vis-a-vis d'une filtration d'algebre sur G. En particulier, 
nous prendrons dans la seconde partie du memoire le degre canonique, qui est adapte a la 
renormalisation de certains diagrammes non equilibres. 

En utilisant les estimations a priori sur la distribution de la longueur d'un plus long sous- 
mot croissant dans une permutation aleatoire (voir par exemple [Harr^]), on peut rendre le 
theoreme 3.3 plus fort : ainsi, on a en realite convergence en probability au sens de la topologie 
ultra-forte evoquee a la fin du chapitre 2. Comme —2 et 2 sont les bornes du support de ctq, 
ceci implique bien le resultat precedemment annonce pour la longueur du plus long sous-mot 
croissant d'une permutation aleatoire. 



3.4 Theoreme central limite 

La forme limite des diagrammes de Young sous la mesure de Plancherel ayant ete determi- 
ned, interessons-nous maintenant aux fluctuations autour de cette forme limite. Le theoreme 
central limite de Kerov est nettement plus complexe que la loi des grands nombres, et il admet 
plusieurs enonces equivalents, le plus simple etant sous doute la concentration gaussienne des 
caracteres centraux. On doit a P. Sniady (cf. [So6b]) un cadre general permettant de traiter ces 
phenomenes de concentration gaussienne, et la fin de ce chapitre est consacre a l'expose de 
ces methodes, avec en vue la demonstration du theoreme suivant : 

Theoreme 3.4 (Kerov, [Ker93a]). Le vecteur des caracteres centraux renormalises con ~ 

verge en lois fini-dimensionnelles vers un vecteur gaussien (£k)k^2> l es variables fa etant independantes 
et de variance 1. Soit A n (s) = ^Jn (A*(s) — Q(s)) la deviation aleatoire renormalisee d'un diagramme 
de Young par rapport a la forme limite. Alors, au sens des distributions, A n (s) converge en loi vers le 
processus gaussien generalise 

A(s) = A(2cos0) = - E sin()t0). 

71 k=z vk 

Precisons quelque peu la seconde partie du theoreme. La figure 3.3 represente une somme 
partielle (jusqu'a l'ordre K = 5000) de la serie mise en jeu dans le theoreme de Kerov ; cette 
serie est analogue a celle du champ libre gaussien ([Sheo/]), et elle ne converge pas ponctuel- 
lement. Neanmoins, pour toute fonction reguliere / S ^°°([— 2, 2]), l'integrale 

/2 r\ CO % p2 

f(s) A(s) ds = -Y J %\ f(s) sm(k9(s)) ds 

converge et est une variable gaussienne (centree). Ces variables peuvent etre explicitement 
calculees en decomposant / sur la base des polynomes de Chebyshev de seconde espece 
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Figure 3.3 - La deviation renormalisee d'un diagramme aleatoire A* par rapport a la forme 
limite Q converge vers un processus gaussien generalise. 



u k (s)=u k (2cos9) = ^^: 

fk £ifc+l 



m = £f k u k (s) =► (a 1 /> = 2 



Ainsi, la variance de (A | /) est la nor me de Sobolev ||/|| 2 = ^Y&=\ |_// c | 2 / (A: -|- 1), et la conver- 
gence en loi au sens des distributions 2 A„ — > A signifie que (A n | /) converge en loi vers cette 
variable gaussienne (A | /), et ce pour toute fonction / G < ^ ,0O ([— 2,2]). 



La preuve de ce resultat se decompose en deux parties : on montre d'abord le caractere 
asymptotique gaussien de certaines observables de diagrammes sous la mesure de Plancherel, 
puis on en deduit le caractere asymptotique gaussien du processus A„ par des arguments 
analytiques. La seconde partie depend essentiellement de la forme limite observee pour les 
diagrammes ; ainsi, on aura recours a des arguments sensiblement differents pour demontrer 
l'asymptotique gaussienne des ^-mesures de Plancherel (section 8.3). En revanche, la premiere 
partie peut etre traitee dans un cadre tres general, cf. [So6a, So6b]. Nous exposons ci-apres les 
resultats importants de cette theorie des cumulants d'observables due a Sniady. Si X\, . . . , X, 
sont des variables aleatoires definies sur un meme espace, leurs cumulants joints k(X%, . . . , X r ) 
sont definis par la relation de recurrence : 

E[Xi • • • X r ] = J] k(X ieni ) k(X ien2 ) ■ ■ ■ k(X ieni ). 

ti partition 
d'ensemble de [l,rj 

Cette relation permet bien un calcul recursif des cumulants; ainsi, E[X] = fc(X), E[XY] = 
k{X,Y) +k(X)k(Y) et E[XYZ] = k(X,Y,Z) +k(X,Y)k(Z) +k(X,Z)k(Y) +k(Y r Z)k(X) + 
k{X)k{Y)k{Z), done 

Jfc(X)=E[X] ; k{X,Y) = E[XY] -E[X]E[Y] =cov(X,Y) ; 

k{X,Y,Z) = E[XYZ] -E[XY]E[Z] -E[XZ]E[Y] -E[YZ]E[X] + 2E[X]E[Y]E[Z] . 

2. On peut aussi montrer que la deviation A„ / ^/log« converge en lois fini-dimensionnelles vers un « vrai » 
processus gaussien, cf. [BS07]. 
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On renvoie a [Mat99b, LS59, Bri69] pour des precisions sur la notion de cumulant. Alternati- 
vement, les cumulants peuvent etre definis par la formule 



k(X lr ...,X r ) 



dt t --- dt r 



logE[exp(^Xi 



trX r )} 



En particulier, les vecteurs gaussiens sont caracterises par l'annulation des cumulants joints 
d'ordre superieur a 3. C'est ce critere que nous employerons pour demontrer les concentra- 
tions gaussiennes. 



Ceci etant, si V est un module (reductible) sur C& n , le caractere normalise x fournit une 
structure d'espace de probabilite non commutatif sur l'algebre C6„. On notera E[X] = X V (X) 
l'esperance des variables aleatoires non commutatives de l'algebre. Si Ton se restreint au centre 
Z(C(5„) de l'algebre, les variables aleatoires considerees commutent, et les produits mis en 
jeu dans la relation de recurrence definissant les cumulants joints ne font plus ambiguite. On 
peut done envisager les cumulants de variables centrales de Z(C<5„) — plus generalement 
d'ailleurs, on peut envisager les cumulants de toute famille de variables commutantes. D'autre 
part, en utilisant la projection n n o cp n : 38 ^ — > 3B n — >■ C& n , on peut relever E a l'algebre des 
permutations partielles SSoo, qu'on considerera de meme comme un espace de probabilite 
non commutatif. Ainsi, un module V etant fixe, on peut considerer l'esperance d'un caractere 
central (vu comme element de £$00), et egalement des cumulants joints 

car les Lp commutent dans C • Finalement, les caracteres centraux fournissent un 
isomorphisme gfoo — done on peut considerer les observables de diagrammes comme des 
variables aleatoires, et calculer leurs cumulants. En termes probabilistes, ceci revient a tirer 
un diagramme A suivant la mesure de Plancherel de V, et a evaluer les observables sur ces 
diagrammes aleatoires. 



Si (c, S) et (t, T) sont deux permutations partielles, leur produit a ete defini dans la section 
2.3 par (c, S)(t, T) = (err, S U T). Mais on peut aussi definir dans l'algebre un produit 
disjoint 

' (o-t, sur) si s n r = 0, 

sinon. 



(a,S)*(r,T) 



Pour ce produit, • E }l2 = Z f , lUf , 2 . Nous noterons G* l'algebre d'observables muni du pro- 
duit disjoint, et k* les cumulants d'observables correspondant a ce produit ; ainsi, 

E[Xi.X 2 .---.X r ] = X] Yl k '( X ^), 

ou £}([l,r]]) est l'ensemble des partitions d'ensembles de Une technique de condition- 

nement (cf. [Bri69]) permet de relier les cumulants standards et les cumulants disjoints. Ainsi, 
si E ld designe l'application identite entre G et G % , alors 

k(X x ,...,X r ) = X] k-(k id (X iGni ),...,k id (X lGTTl )). 

7teQ([U]) 

En utilisant ces relations, la filtration du poids sur l'algebre d'observables, et une theorie 
«geometrique » des caracteres centraux (cf. [So6a]), P. Sniady a etabli dans [So6b] l'equivalence 
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entre plusieurs proprietes de concentration gaussienne d'observables. Si (p n , Vn)ne]N est une 
famille de representations des groupes symetriques &„, on dit que la famille a la propriete de 
factorisation asymptotique des caracteres si l'une des assertions suivantes est satisfaite : 

(i) pour tous cycles disjoints o~\, . . . , cr r de longueurs l\, . . . , l r , 

k n (a 1/ ...,a r )n 2 = O(l) ; 

(ii) pour tous entiers positifs l\, . . . , l r , 

k n (L h ,...,Z lr )n- h+ '"T r+2 =0(1) ou k' n (Z ll ,...,Z lr )n- h+ '" + t'' +2 = o(l) ; 

(iii) pour tous entiers l\, . . . , l r ^2, 

/-,+■■•+/,— 2r+2 

k n {R h ,...,R Ir )n 2 =0(1). 

Proposition 3.5 (Factorisation asymptotique et concentration gaussienne, [So6b]). Les assertions 
(i)-(iii) sont equivalentes. Lorsqu'elles sont verifiees, sipour r G {1,2} les r-cumulants joints d'un type 
(i)-(iii) ont une limite, alors c'est le cas pour tous les types de cumulants, et : 

C; + i = lim E„[(7/l n^ 1 = lim E^LE/ln - ^ = lim E„[K; +1 1 



h+h , „ N h+h 

-it \ — ■ t i / — M/' • 

it— >oo 



v h+hh+1 = \im k n (R l +1 ,R h+1 )n 2 = Bm k n (Z h , Z k ) n 

n— >oo " u— S-oo 

= } ir ^ k n( E h' E h) n + E "7T C «i+bi ■ • • C « r +^ 

Zi=fliH \-a r 

/ 2 =fc 1 +...+b r 



Z 1 =fl 1 H hflr 

l 2 =h+- -+b r 

Dans les conditions de la proposition 3.5, si A est un diagramme aleatoire tire suivant la 
mesure de Plancherel de V n , alors les vecteurs 

r,=n~T 1 ( J R / (A)-E H [ J R / ]) / 1^2 ; s t = J foVz) - E n [0j]), Z^l 

convergent en loi vers des vecteurs gaussiens, c/ [So6b, corollaire 4]. En particulier, on deduit 
immediatement de la proposition 3.5 la premiere partie du theoreme 3.4 : en effet, on a dans 
ce cas 

1 si n = 1 et Zi = 1, 
sinon, 



k n {a h ,...,a lr ) 



done les caracteres centraux renormalises Z^/n k ^ 2 convergent vers des variables gaussiennes 
independantes. De plus, la formule de la proposition 3.5 permet de calculer 

lim E\Zl]/n k = k, 

car dans la difference de k n (Z^, Z^) et de k' n (Z^, Z^), le seul terme non nul est celui correspon- 
dant aux compositions /c = H---- + let/c = l + -- - + l, etil vaut k. Ainsi, Z k /n k/2 —> J\f(0, k) 
pour k ^ 2, et on a du meme coup l'asymptotique gaussienne des cumulants libres Rk+i (A) 
sous la mesure M n , et avec les memes covariances. 
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Pour demontrer la seconde partie du theoreme 3.4 a partir du caractere asymptotique gaus- 
sien des cumulants libres et des caracteres centraux, on exprime les moments de la deviation 
renormalisee en termes d'observables de diagrammes : 

n I * A ' (S) 7 n(5) ds = V. f * A '< 5 ' - ' S ' - y/i I * "' s > - ' s ' ds 



1 ( Pk+iW 



(k + l)(* + 2) V 



np k+2 (n) 



Dans ce contexte, il est utile d'etendre l'algebre d'observables 6 en rajoutant les puissances 
demi-entieres (positives ou negatives) den = Hi (A). On note cette nouvelle algebre, et le 
degre de Kerov d'une observable / = Ep (Ei) k/2 avec p. sans part de taille egale a 1 et k 6 Z est 
deg K (/) = |^| + A:. En particulier, le degre de Kerov d'un caractere central L v avec v partition 
quelconque est |v| + m\(y). On peut montrer que ceci definit bien une filtration d'algebre sur 
tff + ; notons que la preuve de la loi des grands nombres 3.3 aurait pu etre realisee a l'aide de 
cette graduation (au lieu du poids). Ceci etant, si 



<7/c 



^(fc+i)fiffir si /c = 2m -lest impair, 
jp^^m sik = 2m est pair, 



alors le £:-ieme moment de la deviation renormalisee est simplement cjk+l/ + 1)- On ecrit 
alors Zjt/ (Zi) ,c/2 comme combinaison lineaire d'observables plus des observables dont le 
degre de Kerov 3 est strictement negatif, voir [IO02, proposition 7.4]. Ceci permet de montrer 
que les observables 



R 

convergent pour k ^ 1 vers des gaussiennes independantes de variances l/(k + 1). La devia- 
tion gaussienne de la forme des diagrammes au sens du theoreme 3.3 s'en deduit immedia- 
tement, car les polynomes de Chebyshev engendrent un sous-espace dense de c € 0O {\— 2,2]). 
Nous donnerons plus de detail sur cette preuve dans la section 10.2 ; en effet, nous y genera- 
liserons le theoreme central limite de Kerov au cas des mesures de Schur-Weyl de parametre 
ft ^ 1/2. Pour conclure, mentionnons la coincidence suivante : les polynomes de Chebyshev 
de seconde espece u k {s), qui fournissent une base orthogonale de l'espace gaussien L 2 (A) 
sous-jacent au processus limite des deviations renormalisees, forment aussi une base ortho- 
normale de l'espace de Hilbert 



L 2 (Ws)4? ds ) 

associe a la mesure de transition du diagramme continu O. Autrement dit, ce sont les poly- 
nomes orthogonaux pour la mesure de probabilite }Iq. Malheureusement, il semble que ce 
fait soit juste une coincidence : ainsi, dans le cas des mesures de Schur-Weyl de parametres 
(ft = 1/2, c ^ 0), nous verrons que les bases « canoniques » des espaces de Hilbert L 2 (A C ) et 
L 2 (^nJ sont distinctes. 



3. Incidemment, on peut aussi effectuer les raisonnements en gardant sur G la filtration du poids; nous expli- 
querons ceci dans la section 10.2. Le degre de Kerov permet neanmoins de s'affranchir de difficultes calculatoires, 
et il sera particulierement adapte a l'etude asymptotique des mesures de Gelfand, voir le chapitre 11. 
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Chapitre 4 



Groupe symetrique infini et processus 
ponctuels determinantaux 

Ce chapitre est consacre a deux themes qui ne joueront pas un role crucial dans l'expose 
des resultats que nous avons obtenus, mais qui permettront une comprehension plus subtile 
des dits resultats : la theorie des representations du groupe symetrique infini (§4.1), et la 
theorie des mesures de Schur (§4.2). Si n < N sont deux entiers, on peut plonger le groupe 
symetrique &„ dans &n en le faisant agir sur les n premiers entiers de [1,N|. On dispose 
ainsi d'une famille dirigee de morphismes de groupes (i n ,jsi)n^Nt et la limite inductive 

600 = lim &„ 

ft— S-oo 

correspondant a cette famille consiste en les permutations de N* qui deplacent un nombre 
fini d'entiers. Les caracteres irreductibles de ce groupe infini ont ete determines dans les 
annees 60 (cf. [TI1064]), et cette theorie a ete precisee par les travaux de Kerov, Olshanski et 
Vershik ([KV81, OIS90, KOV04]) et par la these d'Okounkov ([Oko97a]). La premiere partie 
du chapitre est consacree a un expose succinct de cette theorie. L'analyse harmonique sur 
le groupe 600 conduit a l'etude des z-mesures, qui sont un particulier de mesures de Schur 
(§4.2). Ces mesures de probabilite portent sur l'ensemble des diagrammes de Young, et on peut 
leur associer des processus ponctuels a correlations determinantales ([Okoo3a, Okoo3b, OR03, 
Bono]). De plus, la plupart des mesures issues de la theorie des representations des groupes 
symetriques ou de leurs algebres d'Hecke sont des mesures de Schur. Ainsi, les resultats de 
la section 4.2 s'appliqueront aux mesures de Plancherel des groupes symetriques (chapitre 5), 
aux mesures de Plancherel des groupes lineaires finis (chapitre 6), aux mesures des algebres 
d'lwahori-Hecke (chapitre 7) et aux mesures de Schur-Weyl (chapitre 10). 



4.1 Representations du groupe symetrique infini 

Comme G = 600 est un groupe infini, sa theorie des representations doit prendre en 
compte les representations unitaires U : G — > (H) sur des espaces de Hilbert de dimen- 
sion infinie. Fixons plus generalement un groupe G infini, separable et localement compact. 
L'algebre de von Neumann ^#(G, U) associee a une representation unitaire de G est la cloture 
pour l'une des topologies faibles 1 de Jz?(H) de l'algebre engendree par les U(g), g € G. On dit 

1. La cloture d'une sous-*-algebre de ^f(H) est la meme pour toutes les topologies suivantes : topologie faible 
d'operateur, topologie ultra-faible, topologie ultra-forte, topologie forte d'operateur, topologie *-forte d'operateur 
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que la representation est irreductible si H n'admet pas de sous-espace ferme H' non trivial et 
stable par G ; et que c'est une representation facteur si M{G, U) est un facteur, c'est-a-dire une 
algebre de von Neumann de centre trivial. Toute algebre de von Neumann separable s'ecrit 
de maniere unique comme integrale directe de facteurs, et d'autre part, il est bien connu que 
les facteurs de von Neumann sont classifies en trois types I, II et III. On peut montrer que : 

1. Une representation facteur de type I s'ecrit de maniere essentiellement unique comme 
integrale directe de representations irreductibles. 

2. A l'inverse, une representation facteur de type II ou III admet deux decompositions en 
integrates directes de representations irreductibles telles qu'aucune composante de la 
premiere decomposition n'apparaisse dans la seconde. 

Le groupe G est dit modere s'il n'admet que des representations facteurs de type I ; dans le cas 
contraire, on parle de groupe sauvage. Un resultat majeur de la theorie d'Harish-Chandra est 
le caractere modere des groupes de Lie semi-simples, cf. [Var89] — ce resultat est egalement 
valable pour les groupes semi-simples p-adiques (Bernstein) et les groupes algebriques reels 
(Dixmier). Au contraire, la plupart des groupes infinis discrets sont sauvages. Ainsi, un groupe 
infini discret est modere si et seulement s'il est virtuellement abelien, et si toutes ses classes 
de conjugaison sauf {ec} sont infinies, alors : 

1. La representation reguliere gauche de G sur i 2 (G) est un facteur de type Hi. 

2. La representation reguliere bilatere de G x G sur £ 2 (G) est irreductible. 

En particulier, ©oo est un groupe sauvage, et la classification de toutes les representations de 
6oo n'est pas un objectif raisonnable, puisqu'on ne dispose pas de decomposition unique en 
representations irreductibles. 

Un objectif plus raisonnable est la classification de tous les facteurs finis de ©co, c'est-a- 
dire les representations unitaires de ©oo dont l'algebre de von Neumann est un facteur qui 
admet une trace fidele finie, i.e., telle que t(1) < oo. A renormalisation pres, on peut supposer 
t(1) = 1, et le facteur fini est alors entierement determine par l'application x o U : ©co — > C. 
Cette application est ce qu'on appelle un caractere de G = ©oo, c'est-a-dire une application 
X '■ G — > C qui est normalisee, centrale et definie positive : 



On parle de caractere virtuel si Ton ote la condition de positivite ; d'autre part, un caractere 
est dit irreductible s'il n'est pas barycentre non trivial de caracteres. Si (U,Jzf(H),T) est un 
facteur fini de ©oo, alors % = T o U est un caractere irreductible, et la classification des facteurs 
finis de ©oo se ramene done a celle des caracteres irreductibles. 

Ce probleme a ete resolu par E. Thoma (voir [Tho64]), qui a montre qu'on pouvait parame- 
trer l'ensemble des caracteres irreductibles par un simplexe de dimension infinie. S. Kerov et 
A. Vershik ont ensuite retrouve la theorie de Thoma en etudiant l'asymptotique des caracteres 

et topologie * -ultra-forte. On renvoie a [Kii - 94] pour une presentation de la theorie des representations des groupes 
infinis, et au monumental [Tak.79] pour la theorie generale des algebres de von Neumann. 



*(1) = 1 

Vfe 



gn)r (x(gigT l ))i,j es t hermitienne et definie positive. 
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des groupes finis &„, cf. [KV81]. Fixons un caractere virtuel x de 6oo- Pour tout entier n, la 
restriction Xn de x au groupe 6 n est une fonction centrale verifiant #(id) = 1. Cette restriction 
est done un barycentre des caracteres irreductibles x A '■ 

Vn, Xn = E M x,nWx A avec £ M X/ „(A) = 1. 

AGS% ag% 

De plus, comme toutes les restrictions proviennent d'un meme caractere de 600, les Xn verifient 
la condition de compatibility Res 6 ^ +1 (^ n+ i) = Xn, d'ou : 

VA G <3f , M x , n (A)= £ ^M^„ +1 (A). 

A/ A umwv 

On dit que les mesures (M X/n ) n ^ torment un systeme coherent de mesures de probabilite 

sur le graphe de Young & = UneN ^n- En d'autres termes, la fonction (p x {A) = M^(A)/ dim A 
est harmonique sur le graphe de Young de la figure 1.2, e'est-a-dire que 

VA G <3f , cp x (A)= £ <P X (A). 

A/A 

Reciproquement, toute fonction harmonique sur <3/ donne une famille (Xn)neN de caracteres 
compatibles entre eux, done un caractere virtuel de &oo- De plus, le caractere est positif si et 
seulement si les poids M x (\) sont tous positifs, d'ou une bijection : 

r ,^ / 'ur \ j ^ 1 , , fonctions harmoniques positives sur 

{caracteres (positifs) de 6 TO } o j le graphe r , et te ^ es £ e /(0)=1 

Notons 7l + {'3^) cet ensemble de fonctions harmoniques; il est convexe et compact pour la 
topologie de la convergence simple. Par le theoreme de representation integrale de Choquet, 
toute fonction de l-L + {'3^) s'ecrit comme barycentre integral des points extremaux du convexe; 
nous noterons O leur ensemble. Cet ensemble peut etre vu comme la frontiere de Martin du 
graphe de Young : ainsi, il existe une compactification X = %f U dty ^4 T-L + ( ( 3^) du graphe 
de Young a base de noyaux de Martin (cf. [KOO97]), et cette compactification est telle que 

= n. 



Theoreme 4.1 (Simplexe de Thoma, [Tho64, KV81]). L'ensemble O s'identifie au simplexe de 
dimension infinie constitue des couples 

W = (« = («i > • • • > 0i r ^ ■ • • ^ 0) , p = (ft > • • • > ft > • • • > 0)) 

de suites positives decroissantes telles que 7 = 1 — Y^Lii^i + ft) ^ 0- Si <p est une fonction harmo- 
nique positive sur W , elle s'ecrit sous forme integrale 

<p(A) = / sx(co)m^(dco) , 
in 

avec m<p mesure de probabilite sur Q, et S\(oj) fonction de Schur generalisee definie par la specialisation 
de A : 

Pi(cv) = 1 ; p n>2 (cv) =p„(a- (-ft) = + E(ft)" 

!>1 I>1 
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On renvoie a [KOV04, theoreme 9.6.1] et aux articles originaux [TI1064, KV81] pour des details 
sur la preuve de ce resultat. Dans le contexte precedent, le caractere virtuel x a done pour 
restrictions : 



Xnfa e S„) = E M A ) ( dimA )A A (fO = E (/ s aM G A (fO u x( du 

= / E s a(^)g A (f) W%(^) = / p F (cv)m x (dcv). 

En particulier, les caracteres irreductibles, qui correspondent aux points extremaux du convexe 
compact ^(Q) = sont parametres par le simplexe de Thoma O, et s'ecrivent 



f(^) = p.m = n (w k + (-!) fc_1 E(^) ,c ) 

fc^2 \i>1 I>1 / 



m k (}i) 



lis sont done multiplicatifs, e'est-a-dire que si tr et t sont deux permutations a supports dis- 
joints, alors x w { (TT ) = X W { (T ) X W { T )- Cette propriete est a rapprocher de la proposition 3.5. 



Le theoreme de Thoma est en realite tres naturel si Ton souhaite realiser Q comme frontiere 
« geodesique » de W . Pour realiser cette compactification alternative, on plonge & dans Q x 
[0,1] par 

,„:AEf„.f(^ ^,0,... ; * ^,0,...U) 

[\n n n n ) n J 

ou les fl ; et les bj sont les coordonnees de Frobenius de A. Alors, si to est un point du simplexe 
de Thoma et si (A( n )) ne jN est une suite de partitions telle que to n (A^) — > (tv,0) dans O x [0, 1], 

lim * A( V) = X a V) 

pour toute permutation a. Ainsi : 

Theoreme 4.2 (Kerov-Vershik, [KV81, KOV04]). Les coordonnees d'un point to G O correspondent 
aux frequences limites des coordonnees de Frobenius de partitions A^ telles que / ^ A< " ) approche x w . 
De plus, si m est une mesure de probability sur Q correpondant au caractere (positif) x> e * sz M x = 
(M Xitt ) nG f^ est le systeme coherent de mesures de probability associe a x, alors 

lim (w„),Mv„ = m 
au sens de la convergence en loi, etant entendu que Von identifie Q et O x {0}. 



En d'autres termes, compte tenu des propositions 4.1 et 4.2, on voit que la frontiere de 
Martin du graphe W est aussi sa frontiere geodesique ; ce phenomene est courant en analyse 
harmonique (cf. [BL06]). 

Exemples. Considerons le point to = ((0,0, . . .), (0,0, . . .)). II correspond au caractere 

too = no"* 00 = I 1 siM = in - 

k>2 [0 smon. 
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Le systeme coherent de mesures de probability correspondant est celui des mesures de Plan- 
cherel, car Ti 6n est la trace normalisee usuelle de C<3„. D'apres le theoreme 4.2, les frequences 
limites des diagrammes de Young tires aleatoirement sous la mesure de Plancherel tendent 
en probability vers 0. Ce resultat est corrobore par le theoreme 3.3 : la plus grande ligne et 
la plus grande colonne d'un diagramme tire sous la mesure de Plancherel sont de l'ordre de 
2y/n = o(n). 

De meme, considerons le point co = ((0,0, ...), (1,0,0, ...)); il correspond au caractere signa- 
ture 

<¥)= n (-i) mtW . 

k=0 mod 2 

La restriction de e a &„ est encore la signature, done le systeme coherent de mesures de pro- 
bability associe a e est constitue des Dirac en les partitions 1", n S N. Dans ce cas particulier, 
les frequences des partitions sont exactement ((0,0, ...), (1,0,0, .. .)), et ce pour tout n. 




Figure 4.1 - La compactification de Martin et la compactification geodesique du graphe de 
Young menent aux caracteres irreductibles du groupe symetrique infini. 



Dans la section 8.2, nous expliquerons comment ces resultats s'adaptent au cas de l'al- 
gebre d'Hecke infinie J^o /9 , et nous en deduirons une preuve alternative de la loi des grands 
nombres pour la ^-mesure de Plancherel. Evoquons maintenant d'autres classes de represen- 
tations du groupe symetrique infini. Dans ce qui suit, nous noterons 600 (h) le sous-groupe 
de 600 constitue des permutations qui laissent fixes les n premiers entiers ; et 600 le groupe 
de toutes les permutations de N*. Les sous-groupes (<5oo(«))neN forment un systeme de voi- 
sinages de l'identite pour la topologie sur &00 qui correspond a la convergence simple des 
permutations — e'est la seule topologie raisonnable en dehors de la topologie discrete. On 
doit a A. Lieberman (voir [Lie/2, OIS85]) une caracterisation des representations unitaires 
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LI : ©oo — > % (H) qui sont continues pour la topologie precedemment decrite sur ©oo, et pour 
la topologie faible d'operateur sur tyj (H). Ainsi, les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) La representation U est continue pour la topologie de la convergence simple. 

(ii) La representation U se prolonge par continuity en une representation de ©oo- 

(iii) La representation U est moderee, i.e., ^(&oo,U) est une algebre de von Neumann de 
type I. 

(iv) Tout vecteur £ S H est limite d'une suite de vecteurs (£n)neN avec in laisse fixe par 
©oo(n). 

La derniere assertion revient a dire que H = UneN H s ™("), et le niveau d'une representation 
moderee est defini comme le plus petit entier N tel que H 6c °( N ) ^ {0}. 

Proposition 4.3 (Representations moderees du groupe symetrique infini, [Oko97a]). Toute re- 
presentation moderee de 600 s'ecrit de maniere unique comme somme directe (hilbertienne) de represen- 
tations moderees irreductibles. Ces representations irreductibles sont indexees par tous les diagrammes 
de Young de & = LlneN ^n> et de plus, la k-ieme puissance tensorielle de la representation moderee 
« canonique » 

©co -> ty{£ 2 (N*)) 

par permutations des coordonnees met en jeu tous les diagrammes de Young de poids compris entre 1 et 
k. En particulier, la representation canonique 600 — > ^(£ 2 (N*)) correspond a la partition (1) et est 
moderee irreductible, de type loo- 



Dans un contexte d'analyse harmonique non commutative, la proposition 4.3 rapproche 
K = ©00 des groupes topologiques compacts, puisqu'on dispose d'une decomposition en 
sommes d'irreductibles pour toute representation moderee. Partant, il est naturel d'etudier 
les representations de paires de Gelfand (G,K) avec 600 = K C G. Ces paires de groupes 
discrets peuvent etre caracterisees par la propriete suivante : si U : G — > (H) est une repre- 
sentation unitaire irreductible de G telle que H K 7^ {0} (auquel cas on parle de representation 
spherique), alors H K est de dimension 1. Autrement dit, la multiplicity de la representation 
triviale de K dans la restriction d'une representation irreductible de G est toujours 2 ou 1. 

Exemple. Compte tenu du theoreme de branchement 1.4, © n C © n +i est une paire de Gelfand 
forte pour tout entier n, cf. [OV04, §2]. 

On appelle representation admissible d'une paire de Gelfand (G,K) une representation 
unitaire U : G — > ty(H) telle que Resf(fi) soit moderee. Ces representations admissibles 
s'ecrivent de maniere unique comme integrales directes de representations admissibles irre- 
ductibles, et pour K = ©00, elles forment la troisieme classe de representations pour lesquelles 
des resultats de classification sont connus. Ainsi, dans [OIS90, Oko97a], diverses paires de 
Gelfand ©00 C G sont decrites. La plus naturelle est 

G = ©00 x 600 ; K = diag(G) = ©00 , 

et les representations admissibles de cette paire sont exactement celles qui s'etendent par 
continuity au groupe (modere, non localement compact) 

G = {(<t-,t) e e^x ©^ I ax- 1 e k = ©00}. 

2. On parle de paire de Gelfand forte si Ton a cette propriete de multiplicite simple pour toutes les represen- 
tations irreductibles de K, et pas seulement la representation triviale. 
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D'autre part, ces representations admissibles sont stables par somme directe, produit tensoriel, 
et restriction ou induction a partir des sous-groupes &co(n) x ©oo(n). 

Proposition 4.4 (Representations admissibles du groupe symetrique infini, [Oko97a]). On iden- 
tifie un point co = (a, ft) du simplexe de Thoma a une partie T(to) = ol U —f> U {0} de I'intervalle 
[—1,1], avec pour chaque point x de cette partie une multiplicity n{x) G [l,oo]]. Une distribution de 
Young A adoptee a un point co € O est la donnee de diagrammes de Young A(x) pour tout x G T(co), 
de telle sorte que |A| = 52xei(w) M x ) soitfini, voir la figure 4.2. Alors, une representation admissible 
irreductible de (G,K) de niveau N est entierement determinee par la donnee d'un point co € Q et de 
deux distributions de Young AetH adoptees a ce point, et telles que 

|A| = |n|=N ; Vx e [-1,1], £(\(x)) +£(tz(x)) < n(x) . 




Figure 4.2 - Distribution de Young A de niveau 1 + 5 + 13 + 18 = 37 adaptee a un point du 
simplexe de Thoma. 

Les representations spheriques de (G,K) sont precisement les representations admissibles 
irreductibles de niveau 0, c'est-a-dire que A = n = ; elles sont done en bijection avec les 
points du simplexe de Thoma, et etant donnee une representation spherique, la donnee d'un 
vecteur spherique fournit effectivement un caractere irreductible de 600, voir [Oko97a, §0.2, p. 
6]. 

Exemple. On considere la representation reguliere bilatere de G sur H = £ 2 (&oo); elle est 
donnee par (g,h) ■ a = go~hr x , et est irreductible. La restriction de cette representation a 
K = ©00 est Taction par conjugaison de K sur lui-meme ; en particulier, 

H e -w = f(e n ) 

pour tout n, et H K = CI. La representation reguliere bilatere est done une representation 
spherique, et comme la fonction spherique correspondante est 

f(g,h) = l g = h -i, 

elle correspond a la trace reguliere de 600, c'est-a-dire le caractere irreductible de parametre 
de Thoma a; = ((0,0, . . .), (0,0, . . .)). 



Pour conclure ce paragraphe, evoquons les systemes coherents de z-mesures, qui sont 
parmi les premiers a avoir ete decrits par des systemes de particules a correlations determi- 
nantales, cf. [BO98, BO00]. Un resultat classique d'analyse harmonique non commutative est 
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le theoreme de Peter-Weyl, qui assure que si K est un groupe topologique compact, alors la 
representation reguliere bilatere de G = K x K sur L 2 (K) se decompose en 



(L 2 (K),L®R) = V A ®V A *, 

AGG 

voir [JS91, §1] et [Var89, §2]. Pour le groupe symetrique infini K = 600, ce resultat tombe mal- 
heureusement en defaut, car la representation reguliere bilatere est irreductible. Neanmoins, 
on peut construire des representations regulieres « generalisees » de G = 600 x 600 qui sont 
des integrates directes de representations irreductibles spheriques, et qui correspondent a des 
mesures non triviales sur le simplexe de Thoma. L'idee est de construire une limite projec- 
tive de G-ensembles 3 X = lim^ ^ & n , de munir X d'une mesure limite projective Ut qui est 
K-invariante et G-quasi-invariante, et de tordre Taction usuelle 

(g,h) G G, a£K^ (g,h) ■ a = gah- 1 

par le cocycle additif qui mesure la G-quasi-invariance de la mesure ]it, cf- [KOV04, §3]. Ainsi, 
pour tout nombre complexe non nul z, si t = \z\ 2 , alors on peut construire une representation 
unitaire T z : G — > % (L 2 (X,fi t )), avec les proprietes suivantes : 

Proposition 4.5 (Systemes coherents de z-mesures, [KOV04]). Pour tout z E C \ {0}, la repre- 
sentation T z est V integrate directe de representation spheriques : 

T z = [ S w P z {dco), 
in 

ou S w designe la representation spherique associe au caractere irreductible % w . Le systeme coherent de 
mesures de probabilite associe a T z et P z est 

H - (y)GA 

oil (t) n = t{t + l)(t + 2) ■ ■ ■ (t + n — 1) est le symbole de Pochhammer. On retrouve le systeme des 
mesures de Plancherel lorsque z tend vers I'infini, et un autre systeme coherent limite lorsque z tend 
vers 0, avec Mo, w (A) = 1/n si A est une partition equerre, et sinon. 



Pour completer la proposition 4.5, decrivons les mesures spectrales P z des representations 
regulieres generalisees. Pour tout z G C U {oo}, les representations T z et T z sont equivalentes, 
et les representations T z et T_ z g) (sgn x sgn) sont equivalentes, cf. [KOV04, propositions 3.6.1 
et 4.5.1]. Deux mesures spectrales P z et P z i sont etrangeres sauf si z' = z ou z' = z. On doit 
ensuite distinguer deux cas : 

1. Si z = k est un entier relatif non nul, alors est somme directe de representations 
Tpq avec k = p — q et p,q G N. Les mesures spectrales de ces representations sont 
equivalentes aux mesures de Lebesgue des faces (p + q — l)-dimensionnelles 

n{p,q) = {(«,/}) g n l «! + ■•• + a p + pi + •• • +j6q = 1} 

du simplexe de Thoma, avec des densites explicitement calculables. La mesure Mjt est 
portee par les diagrammes de Young ayant moins de k lignes si k > (resp., par les 
dia grammes de Young ayant moins de k colonnes si k < 0). 

3. L' ensemble X est constitue des permutations virtuelles, voir [KOV04, §1] pour une definition precise. Le 
defaut majeur de la construction est que X n'est pas un (semi-)groupe. 
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2. Si z € C \ Z, alors P z ne charge pas les faces Cl(p,q), et est portee par la face O(0) = 
{w G fl I 7 = 0}. La mesure M z charge tous les diagrammes de Young. 

Compte tenu de ces resultats, on peut estimer que les representations regulieres generalisees 
T z « engendrent » suffisamment de representations spheriques, et pallient le defaut de la 
representation reguliere bilatere de 600 observe precedemment. 



4.2 Processus ponctuels determinantaux et mesures de Schur 

Si z est un parametre complexe, les mesures M Z/tl des diagrammes de Young sont explici- 
tement calculables, mais les valeurs du caractere normalise Xz n'ont pas d'expression simple, 
meme en un cycle — par exemple, les premieres valeurs sont 

2Re(z) ^ |z| 2 +4(Re(z)) 2 + l 



,z| 2 + l ' A2V ; (|z| 2 + l)(|z| 2 + 2) • 

Par consequent, les techniques d'observables de diagrammes presentees dans le chapitre 2 
ne permettent pas l'etude asymptotique des z-mesures. Ceci a conduit a l'elaboration d'une 
seconde technique d'etude asymptotique des diagrammes aleatoires, qui repose sur la theorie 
des processus ponctuels determinantaux ([BO98, BO00, BOO00, BOo5a, BOo5b]). Si X est un 
espace topologique separable localement compact, on appelle configuration de points dans 
X un multi-ensemble 4 £ = {£i,£2/ • • •} tel que card (£ n A) < 00 pour toute partie compacte 
de X. L'ensemble S(X) des configurations de points est muni de la tribu engendree par les 
fonctions £ h-> card (£ fl A), et on appelle processus ponctuel a valeurs dans X une application 
mesurable £ d'un espace de probabilite (O, ^,P) vers S(X). On obtient ainsi une mesure de 
probabilite £*P sur l'espace S(X), qu'on etudie grace aux mesures de correlation ji k : 



}i k (Ai x A 2 x • • • x A*) = E 



X] l Al fe)xl / , 2 fe)x...xl 4 fe 



Chaque }i k est une mesure sur X k , et lorsque X est une partie de R, on appelle fonctions 
de correlation du processus les densites p (x) = dp. (x)/dx par rapport aux mesures de 
Lebesgue (en supposant que les p k sont absolument continues par rapport aux mesures de 
Lebesgue). 

Exemple. La premiere fonction de correlation p 1 peut etre vue comme la densite du processus 
ponctuel : ainsi, pour toute fonction /, J x f{x) p 1 {x) dx = E[J^ /(£)]• 

Lorsque X est un espace discret (denombrable), la donnee d'un processus ponctuel est equi- 
valente a la donnee d'une probabilite n sur l'ensemble denombrable des parties finies de X, 
et les mesures de correlation sont donnees par : 

p k ({xi} x {x 2 } x ••• x {x k }) =F[{xi,x 2 ,...,x k } C £]. 

On appellera dans ce cas fonction de correlation l'application p(A) = P[A C £] = YIacb 7r (^)/ 
et on notera p k (x\, ... ,xi) = p{{x\, . . . ,x{\). 



4. Ainsi, on autorise des repetitions dans la suite . . .}, et ces points ne sont pas ordonnes. 
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Un processus ponctuel a valeurs dans une partie de R ou dans un espace discret est dit 
determinantal si ses fonctions de correlation sont donnees par des determinants, c'est-a-dire 
qu'il existe un noyau (symetrique) K : X x X — > X tel que 

p k (x 1 ,...,x k ) = det((K(xi,Xj)) 1<if j <k ) . 

Ces processus determinantaux sont associes a des operateurs a trace /C positifs sur des espaces 
de Hilbert. Ainsi, si X est une partie de R et si £ est un processus ponctuel determinantal de 
noyau K, l'operateur /C : L 2 (X) — > L 2 (X) defini par 



Kf(x)= [ K(x,y)f(y)dy 
Jx 



et ses restrictions a des sous-espaces L 2 (A C X) jouent un role important dans de nombreux 
calculs de probabilities du processus De meme, si X est un ensemble denombrable et si 
C est un operateur a trace sur i 2 {X), notant Pa la projection sur le sous-espace £ 2 {A) pour 
toute partie A C X, et Ca = Pa^-Va, on peut definir un processus ponctuel determinantal en 
posant 5 : 

det(id + c) = t tr (a*£) = E det (^) ' = A^TTn ■ 

k=o Acx uet^iu -r i^j 

card A<co 

Dans ce contexte, les fonctions de correlation du processus ponctuel sont determinantales : 
si /C = C (id + C)~ l , alors p(X) = det(/C x ) / cf. [BOoo, §2]. On renvoie a [DVJ88] pour un 
traitement plus complet de la theorie des processus ponctuels. 



Si A est un diagramme de Young aleatoire, on peut lui associer un processus ponctuel a 
valeurs dans Z' = Z + 1/2 en considerant l'ensemble ^(A) = A(A) U — B(A) des coordon- 
nees de Frobenius. Un autre processus ponctuel est obtenu en regardant les ccordonnees de 
descente de la fonction cox ■ 

V{A) = Z'_ A J-(A) = {Ai - i + l/2} m . 

Exemple. Si A = (5,4,4,1), alors D(A) = (|, |, |, -|, _|, ..). 

Avec ces conventions, un processus de croissance de diagrammes tel que le processus de 
Plancherel peut etre interprete comme un systeme de particules s'excluant mutuellement et 
partant de la configuration initiale voir la figure 4.3. 



D'autre part, si to = (a., /3) est un point du simplexe de Thoma, on peut lui associer comme 
precedemment une configuration de points a U (— /3) sur l'intervalle epointe I* = [—1, 1] \ {0}. 
Par consequent, une mesure spectrale P sur Q correspond a un processus ponctuel a valeurs 
dans I*, que nous noterons 2*(P). Dans le contexte des z-mesures, les deux constructions 
de processus ponctuels precedemment decrites peuvent etre reliees comme suit. Si M x = 
(M X/ „) ne tj est un systeme coherent de mesures de probabilite sur le graphe de Young <3f , et 
si \i es t une mesure de probabilite sur N, notons M X/}i la mesure de probabilite sur W definie 
par : 

M^(A)=^(|A|)M^| A| (A). 

5. Ici, det(id + C) est un determinant au sens de Fredholm. 
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Figure 4.3 - Codage d'un tableau par revolution d'un systeme de particules s'excluant mu- 
tuellement. 



Exemple. Pour 9 > 0, la mesure de Plancherel poissonisee de parametre 9 est definie par 

w 0|A ' e ^ (dim A) 2 

Les processus ponctuels correspondants sont J-^Mp/g)) et X>*(Mp(0)),, et l'asymptotique des 
mesures de Plancherel peut etre retrouvee en etudiant la limite 9 — > oo, voir [BOO00] et la 
section 5.2. 



Plus generalement, etant donnee une mesure spectrale P x sur O, si (M X/ „) n( z^ est le sys- 
teme coherent de mesures et si (^e)eeR + est une famille de mesures de probability sur N telle 
que n —tp e +00, alors compte tenu du theoreme 4.2, on peut s'attendre a ce que les proces- 
sus ponctuels Jv(M^ e ) correctement renormalises approchent le processus ponctuel I+(P X ). 
Dans le cas des z-mesures, cette intuition peut etre rendue rigoureuse, et tous les processus 
mis en jeu sont determinantaux. Fixons un parametre complexe z 6 C \ Z ; on rappelle que 
la mesure P z est portee par la face O(0) = {a; G O | 7 = 0} du simplexe de Thoma. On note 
Q* = 0(0) x ; via l'application (co,s) i-> (sct,sft), on peut identifier O* et 

\ (a,b) = («i ^ a 2 > ■ ■ ■ ^ 0,h > b 2 ^ ■ ■ ■ ^ 0) ^fli + ^&i = s6RM. 

I !=1 i=l J 

Les elements de O* sont associes a des configurations de points dans l'intervalle epointe 
]R* = ]R\{0}. 

Proposition 4.6 (z-mesures et processus ponctuels determinantaux, [BO00]). 

1. Soit P* la loi produit P z <g) {s f_1 e~ s ds/T(t)} sur O*. Le processus ponctuel T*(P*) est deter- 
minantal, defonctions de correlation donnees par le noyau de Whittaker, cf. [BO00, §5]. 

2. Soit B{t,Q la loi binomiale negative de parametre {t,Q, c'est-a-dire que 

B(t,0({k}) = ^r(i-0 t C k - 
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Les processus ponctuels ^(M^quq) sont determinantaux, de noyaux donnes par des fonctions 
hypergeometriques, cf. [BOoo, §3]. De plus, lorsque £ tend vers 1, le processus renormalise 
(1 — Q -7"*(M 2 g^)), qui est a valeurs dans R*, converge en loi vers I*(P*). 

On renvoie aux articles [BO98, BOoo, BO05D] pour des precisions sur ce resultat, qui se genera- 
lise d'ailleurs a une famille de mesures spectrales a trois parametres (z,z',9). L'asymptotique 
des mesures de Plancherel est un cas degenere de la proposition 4.6 ; nous expliquerons ceci 
dans la section 5.2. 



Ainsi, en s'appuyant sur l'exemple des z-mesures, nous avons presente une seconde tech- 
nique d'etude des diagrammes de Young aleatoires de grande taille. Notons que le caractere 
determinantal des fonctions de correlation joue un role essentiel dans la preuve de resultats 
asymptotiques tels que la proposition 4.6, car les calculs sont ramenes a des fonctions de 
deux variables. II convient des lors de se demander quelles mesures Ai sur W donnent lieu a 
des processus ponctuels determinantaux. Si V* (M. ) est un processus ponctuel determinantal, 
alors un principe de complementation {cf. [BOO00, p. 39]) assure que ^(Ai) = T>*(M.) A Z'_ 
est aussi determinantal, les noyaux verifiant la relation 

K -( A B \ ■ K - ( A B 
Kv ~{c Dj ' KjT -{-C 1-D 

si les matrices sont decoupees suivant la decomposition Z' = Z' + U Z'_ . Ainsi, on peut tou- 
jours se ramener aux coordonnees de descente T>, et une classe tres generale de mesures 
S telles que soit determinantal est decrite par A. Okounkov dans [Okooi, Okoo3a, 

Okoo3b]. Cette classe contient les mesures de Plancherel et les z-mesures, et nous verrons 
dans la seconde partie qu'elle contient aussi les ^-mesures de Plancherel et les limites des 
« lois marginales » des mesures de Plancherel des groupes GL(n,F ? ) (cf. [Dudo8, Fulo6]). 
L'idee est de partir de l'identite de Cauchy pour les fonctions de Schur 

\ 

Vfl = (ai)i,b = (bj)j, s a (a)s a (&) =[\ — r 

cette identite etant valable formellement et pour tous parametres a et b finis ou sommables. 
Alors, 

5(A) = S aib {\) = s A {a) s A {b) " *ibj) 

hi 

est une mesure de probability sur W , qu'on appellera mesure de Schur de parametres a et 
b. Dans ce qui suit, on exprimera plutot les mesures de Schur en fonction des parametres de 
Miwa 

t k = p k {a)/k et t' k = p k (b)/k. 

La formule de Frobenius et l'identite de Cauchy permettent de recuperer les fonctions de 
Schur et la constante de normalisation Z _1 = rii,;(l ~ a i^j) '■ 

Exemples. Si t = f = (y/0,0,0,.. .), alors Z = e d , s A (fl) = s A (f>) = (dim A) 6 n/2 /n\, et 5(A) = 
Mp(m(A) est la mesure de Plancherel modulee selon une loi de Poisson ([Pyn73, p. 63]) de 
parametre 9. 
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De meme, si t k = ^ et si t k > = alors Z" 1 = (1 - Q l et s k (a) s A (&) = £ |A| s A (l 2 ) s A (l z ) / 
ou par s A (l z ) on entend 

2 termes WJ tA 

voir [Mac95, § 1 -3^ exemple 4]. On en deduit que 5(A) = M Z/ g( f/ £)(A). 

Theoreme 4.7 (Mesures de Schur, [Okooi]). Sz S = S a ^ est une mesure de Schur, alors les pro- 
cessus ponctuels T>+(S) et .F*(«S) sont determinantaux, et les noyaux correspondants Kz> et Kjr ont 
des expressions explicites en termes des parametres de Mizva. En particulier, si T(z) = Y^T=i ~ 
YJ =l t' k z- k , alors 

1 rr e nz)-n*>) dzdw 

v[X,y) - (2i;r)2 JJ M<]Z] ( z - w) z*a;-y " 



Ce resultat peut etre obtenu en utilisant le formalisme du produit exterieur infini, voir 
[Okooi]. Soit V un espace de Hilbert separable de dimension infinie, et (z)zez' une base 
orthonormale de V. Le produit exterieur infini A. 00 V est l'espace de Hilbert de base orthonor- 
male 

D = dj_Ad2/\d3_A--- 

ou D = {d\ > c?2 > do, > ■ ■ ■ } C Z' est une suite decroissante infinie telle que D A Z'_ soit 
fini — autrement dit, D contient une demi-droite infinie. L'espace de depart V agit sur /\°° V 
par produit exterieur : Vl G Z', tykip ) = k A v. Les operateurs 1/^ et leurs adjoints ip\* verifient 
les relations d'anti-commutation des f ermions fibres : 

#tV? + = 3kl ' foty + = ' + Vl^t = • 

Autrement dit, l'algebre engendree par ces operateurs est l'algebre de Clifford de la forme 
bilineaire non degeneree definie sur V © V* par (ip£ | tpi) = 5ft, {xpk \ ipi) = et (ipf. \ ip*) = 0. 
Notons : tp^ipf : le produit ordonne defini par : 



: ifatpf : 



W* if / > 0, 

-v*#t if / < 0. 



L'operateur d'energie, ou hamiltonien, est H = Xjtez' ^ : Vfc^fc : • Les operateurs de charge et 
de translation sont pour leur part definis par 

C= ; R(D) = D + 1 = + 1 ) A ( d 2 + 1 ) A • • • 



Ces divers operateurs permettent une decomposition spectrale du produit exterieur infini. 
Ainsi, la base (D) diagonalise la charge : 

C(D) = (cardD+ -card D_)D, 

ou D + = D fi Z' + et D_ = Z'_ \ D. Le noyau de C, note Ao° ^/ a pour base l'ensemble des 
coordonnees de descente 6 V{\) des partitions AGf. Dans ce qui suit, on notera A = V(X) ; 
en particulier, = Z'_. La conjugaison par R translate les f ermions libres : 

R l ip k R~ l = ipk+i ; RVtR" 1 = $+/ ■ 



6. Plus generalement, un element de base D peut etre vu comme une fonction affine par morceaux egale a |s 
pour s positif assez grand, et egale a | s | + c pour s negatif assez grand, c designant la charge. Les elements de base 
sont done des generalisations des partitions. 
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Par consequent, R'HR~' = H + IC + I 2 / 2 et R ; CR~' = C + / , de sorte que le sous-espace 
A~ V = ker(C — c) est aussi R c (Ao°^0- L'espace A°°^ est l a somme directe hilbertienne 
0cez Kc V > e * dans chaque sous-espace /\™ V, le vecteur R c (0) est un vecteur propre pour H 
de valeur propre minimale. 



Les bosons libres u„ = Xjt G z' : tyktyk+n ■ apportent un autre point de vue sur le produit 
exterieur infini. lis satisfont les relations de commutation 

[oc n , oc m ) = n S n - m ; [oc n ,ip k ] = ip k _ n ; [oc n/ ipl] = -ipl +n 

et ils engendrent l'algebre d'Heisenberg (ou algebre d'oscillation) sf. Fixons un parametre 
cGR. L'algebre s/ agit sur l'espace de Fock symetrique S = C[xi,X2, • • •] = ®°° C[x] : 

dP 

«n>o(P) = ^— ; «n<o = {-n)x- n P ; a (P)=cP. 
dx n 

Autrement dit, les a n >o agissent comme operateurs d'annihilation et les tx. n <o agissent comme 
operateurs de creation. On peut montrer que pour chaque entier c € Z, Faction de si sur 
V est irreductible et equivalente a Faction si rx S de parametre c. L'action de sJ sur le 
produit exterieur infini est done equivalente a la representation si r\ C[xi,X2,. . .;q,q~ l ] = 
S <g) C[^,^ _1 ] donnee par 

, , dP , . . . dP 

Kn>o{P) = ; OL n<0 = (-n)X- n P ; oc (P)=q — . 

Le vecteur vide correspond au polynome 1 ; Foperateur de charge correspond a oco, et Fopera- 
teur de translation correspond a la multiplication par q. 



Cette theorie du produit exterieur infini est completee par la correspondance boson- 
fermion et la theorie des operateurs vertex. Notons tp(z), xp*(z) et a(z) les fonctions gene- 
ratrices des fermions et des bosons : 

xp(z) = £z n y n ■ ^*(z) = E z ~ n tn ; = E z * a -*- 

neZ' new.' nez 

Pour toute suite t = (t\,t2, ■ ■ ■), les operateurs vertex de parametre t sont definis par T + (t) = 
ex p(En>i tn Un) et r_(f) = exp(^ n ^i t n 0C- n ) = T+(t)*. Avec ces conventions, si 

[2] = { Z 'Y' J'-}' 

alors la relation a(z) = :ip(z)xp* (z) : peut etre inversee : 

xp(z) =z c Rr_([z])r + ([z- 1 ])- 1 ; </,*(z) = R- 1 z- c r_([z])- 1 r + ([z- 1 ]) 

cf. le dernier chapitre de [Kac94] pour une preuve de ces formules a Faide d'algebres de Lie 
infini-dimensionnelles. Cette correspondance boson-fermion 7 est completee par les relations 

7. Tous ces resultats ont une interpretation physique naturelle. Ainsi, si V designe l'espace d'etats (quantiques) 
d'une particule de type fermion, alors l'espace d'etats d'une infinite de particules identiques est /\°° V, et les 
operateurs ty^ et \p ? correspondent a la creation et a rannihilation d'un fermion en position k. Compte tenu des 
proprietes du produit exterieur, les configurations avec plusieurs particules dans le meme etat k sont interdites ; 
e'est exactement ce que Ton attend de fermions. La correspondance boson-fermion est l'identification canonique 
entre A°° V et l'espace de Fock symetrique S ® C[q,q~ l ] decrite precedemment ; ainsi, on peut traiter virtuellement 
le systeme de particules comme une infinite de bosons, et l'identification conserve la charge du systeme. De plus, 
a charge c fixee, il existe un unique etat R c (0) d'energie minimale, et les autres etats sont obtenus en appliquant 
l'operateur vertex negatif sur cet etat. 



57 



Chapitre 4. Groupe symetrique infini et processus ponctuels determinantaux. 



de commutation 



r±(f)tf(z) = H(t,z ±l )f(z)T±(t) 

r±(Ov*(z) = H(t / z ±1 )- 1 v*(z)r±(0 
r+(t)r_(0 =ex P (JX sl »'«*J.) r_(Or+W 



ou H(f,z) = exp(J^ =1 t n z n ) est aussi Y^ =0 h n (x) z" si les f n = f n (x) sont les parametres de 
Miwa d'un ensemble de variables x. En supposant que c'est le cas, on en deduit Taction des 
operateurs vertex sur les vecteurs de base de /\°° V : 



r+(f) (0) = 



r-(f)(0)= E s aWA 



r-(0 M = E s a/ ( «WA. 



Ici, s^/„ designe la fonction de Schur gauche definie par la relation d'orthogonalite 

W G ^, (s A I S^Sv) = {s A/}l I s v ) , 

ou, de facon equivalente, par la formule de Jacobi-Trudi s A / fl (x) = det(hx i --ji +i-i{x))i r j, cf. 
[Mac95, §1.5]. Ces relations permettent de calculer les fonctions de correlation d'une mesure 
de Schur de parametre (f, t'). En effet, si Ton remarque que 1/^1/$ (A) vaut A lorsque k S T)(X) 
et sinon, alors : 



p(A)= £ Z- 1 s A (a)s A (b)=Z- 1 ( flWn r_(f)0 

ACP(A) \ / 

= /(z- 1 r + (f')r_(i)) MO" 1 (jT>^ r_(t)0 0^ 
= ((r_(or + (f)) Mr 1 (ilW) r_(f)r + (f)- 1 r + (f / 



r_(t')0 







r+(t)0 







ou G = r+(f')r_(f)- 1 , Y /c = GtpkG- 1 et Y* = G^G -1 . Finalement, en utilisant une forme 
de la formule de Wick, on conclut que les fonctions de correlations sont les determinants 
du noyau Kx>{x,y) = (Y Z Y* 0|0). De facon plus explicite, si Ton introduit les fonctions 
generatrices 



A(z,w) = £ Kp(M)z 



; Kx) 



H{t,x) 



exp £ 



alors A(z,w) = <Gtp(z)t/;*(a;)G- 1 | 0>, et Gxp(z)-ip*(w)G- 1 = (J(z)/J(w))xp(z)xp*(w). Par 
consequent : 

A( Z/W ) = ^ (f(z)f(a))0|0) = S E (a,/ z )* = ^ za; 



/(a;) 



lip) 



w J(w) 



Comme }(x) = exp(T(x)), on en deduit l'expression donnee dans l'enonce du theoreme 4.7 
par une integrate de Cauchy sur deux contours. Alternativement, si Ton decompose J(x) = 
Unez h {t,t') x n en serie de Laurent, alors : 

K v {x,y)= E Jx+m(tj')J- v -m(-t,-t') 
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4.2. Processus ponctuels determinantaux et mesures de Schur. 



et nous verrons plus loin que les fonctions J n sont des generalisations des fonctions de Bessel. 
Ainsi, les mesures de Schur donnent bien lieu a des processus ponctuels determinantaux, et 
on dispose d'une expression du noyau Kx> sous forme d'integrale de Cauchy ou de serie de 
fonctions. Plus loin, nous detaillerons cette expression dans le cas de la mesure de Plancherel 
(§5.2) et de la ^-mesure de Plancherel (§7.1). 



Pour conclure ce chapitre, notons que les mesures de Schur ont originalement ete etudiees 
pour comprendre l'asymptotique de surfaces aleatoires, en particulier les partitions tridimen- 
sionnelles, voir la figure 4.4. 
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Figure 4.4 - Partition plane, diagramme tridimensionnel et pavage par des losanges. 



Ces diagrammes 3d sont caracterises par l'une des assertions equivalentes suivantes : 

(i) Ecrites dans un plan, les hauteurs du diagramme sont decroissantes suivantes les lignes 
et les colonnes — on obtient ce qu'on appelle une partition plane. 

(ii) Les suites d'entiers {A(£)} te z obtenues en considerant les tranches diagonales sont des 
partitions, et elles sont entrelacees : 

< A(-2) -< A(-l) -4 A(0) >- A(l) >- A(2) >- A(3) > 

ou A >- pi signifie que Ai ^ pi\ ^ A2 ^ pi2 ^ • • • 

(iii) Le diagramme 3d correspond au pavage d'un hexagone par des losanges. 

On peut construire des suites aleatoires {A(£)} tG z de diagrammes de Young qui sont des 
analogues dependant en temps des mesures de Schur, et qui correspondent a des partitions 
planes : il s'agit des processus de Schur, cf. [OR03, Bono]. Dans ce cadre, les fonctions de cor- 
relation des descentes des partitions A(f ) sont deter minantales, y compris pour des descentes 
prises en des instants t differents. Autrement dit, les correlations des losanges du pavage sont 
determinantales quelques soient les coordonnees choisies. Pour un choix adequat des para- 
metres du processus de Schur, la partition plane aleatoire n est tiree suivant une probability 
proportionnelle a ^ vol ( 7r ) avec q G]0, 1[. En faisant tendre q vers 1 et en renormalisant cor- 
rectement les partitions planes obtenues, on en deduit la forme limite des pavages par des 
losanges d'un grand hexagone, tous les pavages etant tires equiprobablement, voir [OR03] — 
d'autre part, il est connu depuis les travaux de Kasteleyn que les correlations des losanges 
d'un tel pavage sont donnees par des determinants, voir [Okoo9] pour une generalisation de 
ce resultat. 
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Chapitre 5 



Permutations aleatoires et matrices 
aleatoires 



Ce dernier chapitre d'introduction est consacre au lien entre la theorie asymptotique des 
representations des groupes symetriques et la theorie des grandes matrices aleatoires. La res- 
semblance entre ces deux themes concerne en premier lieu les outils : ainsi, les esperances de 
polynomes traciaux jouent un role sensiblement identique aux observables de diagrammes du 
chapitre 2, et d'autre part, les valeurs propres d'une matrice aleatoire constituent un processus 
ponctuel, qui est determinantal pour le modele du GUE (c'est-a-dire lorsque les entrees de la 
matrice sont des gaussiennes centrees independantes). Ainsi, des raisonnements semblables 
a ceux des paragraphes 3.3 et 4.2 permettent de determiner la limite des lois empiriques re- 
normalisees des valeurs propres (loi de Wigner), ainsi que l'asymptotique « locale » au centre 
et au bord du spectre (noyau sinus et noyau d'Airy). Nous rappelons ceci dans la section 5.1, 
en suivant pour l'essentiel [K605] — on renvoie a [Meho4, AGZ09] pour un traitement plus 
exhaustif. Le noyau d'Airy intervient egalement comme limite des noyaux mis en jeu dans la 
description determinantale des processus ponctuels associes aux mesures de Plancherel pois- 
sonisees. Ce fait est a l'origine de l'equivalence de Baik-Deift-Johansson ([BDJ99, BDJoo]), 
qui peut etre enoncee comme suit : 

Theoreme 5.1 (Baik-Deift-Johansson, [BOO00]). Soient Ai ^ A2 ^ • • • les plus grandes valeurs 
propres d'une matrice hermitienne du GUE, et 



leurs deviations renormalisees. On note d'autre part u\ ^ U2 ^ • • • les premieres colonnes d'une 
partition aleatoire ]i sous la mesure de Plancherel M n , et 



leurs deviations renormalisees. Par la correspondance RSK, il s'agit aussi des deviations renormalisees 
des tattles des plus longs sous-mots croissants d'une permutation aleatoire de tattle n. Lorsque n tend 
vers I'infini, les lois jointes de (X\, . . . , X; c ) et de (Yi, . . . , Y^) ont la meme limite, et ce pour tout k. 

Pour k = 1, la loi limite est la loi de Tracy-Widom, dont la densite est liee a l'equation diffe- 
rentielle de Painleve II (voir [TW94]). Les sections 5.2 et 5.3 sont consacrees a deux ebauches 1 

1. K. Johansson a donne une troisieme preuve qui utilise des polynomes orthogonaux, cf. [Johoi]. 
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5.1. Theorie asymptotique des matrices aleatoires hermitiennes. 



de preuve du theoreme 5.1 : la premiere s'appuie sur les processus ponctuels determinan- 
taux, et la seconde est de nature geometrique — cette approche due a Okounkov ([Okooo]) 
a fait l'objet d'un expose a l'lnstitut Henri Poincare en decembre 2009. Comme mentionne 
dans l'introduction de cette partie, les resultats de ce chapitre sont presentes essentiellement 
a titre culturel 2 ; neanmoins, la connection avec la theorie des matrices aleatoires est l'une des 
motivations principales de notre etude. 



5.1 Theorie asymptotique des matrices aleatoires hermitiennes 

Soit H(n,C) l'ensemble des matrices complexes de taille n x n et hermitiennes, i.e., M« = 
Mjj pour tout couple d'indices (i,j). On note Ma = %a G 1R, et Mj<y = Xjj + iy^y avec xu G 1R, 
x/ij G IR. La loi du Gaussian Unitary Ensemble est la mesure de probabilite gaussienne sur 
H(n,C) donnee par la densite 

dP[M] =Y[M(p,i)(dxu) n-%1/2) (<**//) ]1 ^(0,1/2) (tyij) = ~-e-^dM r 

i=l i<j i<j 

ou Z n est une certaine constante de normalisation. Cette loi gaussienne est invariante pour 
Taction par conjugaison 3 de U(n,C) sur H(n,C). Notons Ai ^ • • • ^ A„ les valeurs propres 
d'une matrice du GUE; c'est un element de la chambre de Weyl A n . En calculant le jacobien 
de l'application 

U(n,C)/(U(l,C)) B xA„4 H(n,C) 

[U] , (A x > • • • > A n ) ^ U diag(Ai, . . . , A„) ii" 1 

d'image ouverte dense, on peut determiner la loi jointe des valeurs propres sous la mesure du 
GUE : 

1 12 

dP[x\ ^ x 2 ^ • • • ^ x n ] = — A(xi, . . . , x n ) 2 e -2^"=i( x ') dxi ■ ■ ■ dx n 

ou A(x) = Yli<j i x j ~ x i) es t le Vandermonde de la matrice ((^j) ?_1 )i^t,;<n/ e * es t une 
constante de normalisation. 



Les valeurs propres d'une matrice M du GUE peuvent etre regroupees en une mesure de 
probabilite (aleatoire) appelee mesure empirique, et definie par 

1 " 

n (=1 

Si Ton note fn(ds) = m(y/nds) la mesure empirique renormalisee, alors le resultat suivant est 
l'analogue pour les matrices aleatoires du theoreme 3.3 : 

2. Le calcul du noyau associe a la mesure de Plancherel poissonisee de parametre 8 sera neanmoins repris et 
generalise dans la section 7.1. 

3. Compte tenu de la decomposition de Cartan GL(n,C) ~U(n,C) x H(w,C), la donnee d'une mesure U(«,C)- 
invariante sur H(w, C) est equivalente a la donnee d'une mesure bi-U(w, C)-invariante sur GL(w, C), done la loi du 
GUE fournit egalement une mesure gaussienne « symetrique » naturelle sur le groupe lineaire complexe. 
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Chapitre 5. Permutations aleatoires et matrices aleatoires. 



Proposition 5.2 (Loi de Wigner, [Wig58]). Au sens de la convergence en loi, m — > jiq en probability, 
ou 



Fn =l[-2,2](s) 



V4" 



2/r 



■ ds 



est la loi de Wigner du demi-cercle — c'est aussi la mesure de transition de la forme limite Q pour les 
diagrammes sous la mesure de Plancherel. 

Une preuve possible de la loi de Wigner repose sur le developpement topologique des 
esperances E[trM fc ] donne par la formule de Wick; cette formule rentre dans le cadre des 
techniques de diagrammes de Feynman en theorie quantique des champs. Ces interpretations 
combinatoires des integrates gaussiennes peuvent toutes etre comprises a partir du cas trivial 
de la dimension n = 1. Ainsi, pour calculer le £:-ieme moment 



h 



x e 2 dx 



V2n Jr 

d'une gaussienne, il est utile de perturber le champ x 2 /2 par un terme lineaire tx : 



1 



2n Jr 



x K e ~r +tx dx 



dt k \Jl^ 



e- x ~ +tx dx 



R 



dt k 



e 2 



Par consequent, 4 = Jtf ( e 2 ) , et lors de ce calcul, chaque derivation de e 2 donne un 



t=o 



terme t qui doit etre compense par une autre derivation, car les termes en t l restant a la fin du 
calcul sont annules en evaluant en t = 0. On en deduit : 



4 = nombres de facons d'apparier k points 



(2p — 1)!! si k = 2p est pair, 







smon. 



Exemple. Detaillons le calcul de 1$ et l'interpretation combinatoire en termes d'appariements 



I - * 

h ~d¥ 

~ dfi 
<P_ 

~ dt 2 
d_ 

~~ ~dt 



t=o 



t=o 



f=0 



e 2 



te~ 



e 2 + re 2 



£=0 



3fe^ 



+ 



+ 



+ 



Les memes techniques s'appliquent au calcul de l'esperance E[tr M ], qui pour des raisons 
de parite est nulle si k est impair. Ainsi : 



E[trM 2 P]= E E[M ili2 M ; 
hi— /hp 



l2'3 



M 



*5* dM ™ 



d 2 ? 



dMi 



M=0 
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5.1. Theorie asymptotique des matrices aleatoires hermitiennes. 



Placons les entiers 1,2, ...,2p aux sommets d'un 2p-gone regulier; la derivee partielle d'in- 
dices i\, . . . , i% v evaluee en M = est le nombre d'appariements des cotes du 2p-gone qui sont 
compatibles avec l'orientation canonique, et tels que deux sommets ]\ et 72 sont identifies si et 
seulement si U = u 2 . C'est done le nombre de cartes 4 a p aretes et card ■■ ■ ,hp} som- 

mets obtenues par recollement deux a deux des cotes d'un 2p-gone. Le nombre de sommets 
s'ecrit p + 1 — 2g, ou g est le genre de la surface obtenue. Par consequent : 

Proposition 5.3 (Formule de Wick, [t'H74]). Si k = 2p est un entier pair et si M est une matrice 
du GUE, alors 

B[trM k ] = X> p+1 ~ 2g |Map(fc,£)|, 

oil Map (k,g) est Y ensemble des cartes planaires de genre g obtenues par recollement des cotes d'un 
k-gone. 

Exemple. A symetrie pres, les cartes obtenues par recollement des cotes d'un hexagone sont 
toutes representees sur la figure 5.1. L'esperance E[tr M 6 ] vaut done 5n 4 + 10n 2 . 




< 



4 x3 




4 x2 



x6 




y- 












X 5- 


-4 x3 \ / 




Figure 5.1 - Cartes obtenues par recollement des cotes d'un hexagone. Les symetries sont 
indiquees en dessous de chaque carte. 



De facon generale, on obtient une carte planaire (g = 0) si et seulement si le graphe obtenu 
est un arbre, et il y a C p facons differentes de faire ceci. Or, les cartes planaires correspondent 
au terme dominant dans le developpement topologique de E[trM 2p ], done : 

E[tr M 2 P] = E[m(x 2 ' , )]nP +1 = C„nP +1 + Q(nP- 1 ). 



Comme la mesure Uq a pour moments pairs les nombres de Catalan et a ses moments impairs 
nuls, on en deduit que E[m(x fc )] tend vers pci{x k ) pour tout entier k. De plus, la formule de 
Wick se generalise au cas d'un produit de traces de puissances de M : 



E 



]JtrM k > 

1=1 



Eli 
n 



Vl+ ^+*(s)- S 



|Map(*i,...,fc s ;S) 



4. Une carte est la donnee d'une surface de Riemann et d'un graphe trace dessus dont toutes les faces sont 
homeomorphes a des disques. On renvoie a [LZ04] pour la theorie des cartes et ses multiples incarnations ; en 
particulier, le lien avec les modeles matriciels est evoque dans le chapitre 3 de cet ouvrage. 
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Chapitre 5. Permutations aleatoires et matrices aleatoires. 



la somme etant effectuee sur toutes les classes d'homeomorphismes de surfaces compactes S 
(eventuellement non connexes), et Map(&i, . . .,k s ;S) designant l'ensemble des cartes tracees 
sur une surface de type S obtenues par recollement d'un fci-gone, d'un ^-gone, etc., et d'un 
fc s -gone. 

Exemple. A symetrie pres, les recollements possibles des cotes de deux carres sont tous repre- 
sented sur la figure 5.2. L'esperance E[(tr M 4 ) 2 ] vaut done 4n 6 + 24n 4 + 77n 2 . 





7~ 








< > 





xl, T 2 #T 2 
x4, S 2 #S 2 
x32, T 2 

x 16, T 2 

x 16, T 2 



x4, S 2 #T 2 
x 16, S 2 
x8, T 2 

x4, S 2 



x4, T 2 



Figure 5.2 - Recollements possibles des cotes de deux carres. Les symetries sont indiquees a 
cote de chaque carte, ainsi que le type de la surface obtenue. 



On peut ainsi calculer E[(m(x fc )) 2 ], et pour k = 2p pair, le terme dominant correspond 
aux cartes a deux composantes connexes planaires — e'est ce qui maximise la caracteristique 
d'Euler #(S). Ainsi, E[(m(x 2 P)) 2 ] ~ (C p ) 2 , done : 

Ceci permet de conclure quant a la convergence de in vers la loi du demi-cercle uci- L'interpre- 
tation geometrique des esperances de polynomes traciaux E[nf=i trM fci ] jouera de nouveau 
un role essentiel dans une preuve de l'equivalence de Baik-Deift-Johansson, voir la section 5.3. 



Toujours dans le cadre du GUE, la deviation renormalisee \fn (fn — jiq) peut etre decrite 
par un theoreme central limite analogue a celui de la section 3.4, voir [Joh98]. D'autre part, 
les valeurs propres \\, . . . , A n peuvent etre envisagees comme un processus ponctuel sur R de 
densite 

1 12 

dQ[xi, x n ] = —— A(xi, . . . , x n f e -5 S ! =i(^) 2 fat--- dx n , 
n\Z n 

e'est-a-dire que la ft:-ieme fonction de correlation du processus s'ecrit : 



p k (x 1 ,...,x k ) = 
Dans ce contexte, l'identite 
E 



(n-k)\ 



dQ(x lr ...,x k , x k+1 ,...,x n ) 
dx 



dx 



k+l 



dx n 



na+z^)) 



En / p (xi,... f x k )f(x t )---f(x k )dxi---dx k 
fc=o k[ JR k 
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5.1. Theorie asymptotique des matrices aleatoires hermitiennes. 



permet de nombreux calculs de probabilites ; par exemple, en prenant / = —1a avec AcR, 
on obtient 

P[Vi, Xi £ A] = £ i— i- / p k (x 1 ,...,x k )dx 1 ---dx k . 
to kl J a* 

Envisageons plus generalement un processus ponctuel sur R dont la densite s'ecrit 

dQ(x) = Z- 1 Aixfe-^^dx, 

ou R(x) est une fonction suffisamment grande a l'infini. Soit (n k ) ke fj la famille des polygones 
orthogonaux associes a la mesure exp(— R(x)/2) dx, c'est-a-dire que n k (x) = x k + • • • et 



/ 7ii(x)7ij(x) e 2 dx = CiCjSij. 
Jr 



Les fonctions (p k (x) = i c k) 1 exp(— R(x)/4) n k (x) forment une base orthonormale de L 2 (R), 
et d'autre part, A(x\, . . . ,x k ) = det ( ( 7Tj (ac j ) ) 1 <i,y <fc ) pour tout entier k. Notons K n (x,y) le noyau 
Tli=Q <pi{ x ) <pi{y)- La structure particuliere de ce noyau (dit reproduisant) implique le caractere 
determinantal du processus ponctuel considere : 

Proposition 5.4 (Polynomes orthogonaux et processus ponctuels determinantaux, [Meho4]). 

Dans le cadre precedent, le processus ponctuel {x\, . . . ,x n } a pour densite 

1 

dQ{x) = — det((jK B (ac i/ acy))i<y <B )daf / 

et les fonctions de correlations s'ecrivent p (x\, ...,Xk) = det((K n (Xj,Xy))i^j;^). De plus, le noyau 
K n (x,y) s'ecrit a I'aide de laformule de Christoffel-Darboux : 

Kn (x y) = — <Pn{x)<pn-l{y) ~ <pn{y)<pn-l{x) 

c n x — y 



Exemple. Les valeurs propres d'une matrice du GUE renormalisees par un facteur y/n cor- 
respondent au cas ou R(x) = nx 2 . Le polynome n k s'ecrit n k {x) = H k (y/nx) /n k/1 , ou H k 
est le k-ieme polynome de Hermite. L'asymptotique du processus ponctuel associe aux va- 
leurs propres renormalisees se deduit done dans ce cas des proprietes a l'infini des fonctions 
de Hermite (voir [Sze39], en particulier le chapitre 8 et les formules de Plancherel-Rotach). 
Precisons quelque peu ces resultats. Si B est une partie (borelienne) de R, alors 

card{z | x { e B} ~ nun{B) 

lorsque n tend vers l'infini. En particulier, si B = B U/U = [u — 1 1 In, u + l/2n] est un intervalle 
centre en u avec u € ] — 2, 2 [ point a l'interieur du spectre limite, alors 



, ,. . , , , V4 - u 2 

cardjz | x { e B nM \ ~ pa(u) = 



2n 



Par contre, si u = ±2 est un point du bord, alors il faut choisir une renormalisation de 
l'intervalle B en n 2 ^ 3 , car : 

card {i I Xi £ [2 — e„,2]} ~ [ ^A-x 2 dx ~ A n(e n ) 3/2 . 

Ln J2-e„ 671 
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Chapitre 5. Permutations aleatoires et matrices aleatoires. 



Pour comprendre l'asymptotique « locale » du processus ponctuel des valeurs propres d'une 
matrice du GUE, on introduit done deux noyaux renormalises : 



K b n ulk (x,y) = -- K n [u + 7 T/ m 



npn(«) V np n (u)' np n (u)J' 
Kf ge (x,y) = -273 K„ (2 + -^3,2 + -^3 

Proposition 5.5 (Asymptotique du processus ponctuel des valeurs propres, [TW94]). Lorsque 
n tend vers I'infini, le noyau renormalise a I'interieur du spectre converge vers le noyau sinus : 

u u ^nik/ \ smn(x-y) 
Vu, Vx,y, X^ ulk (x,y -> ^ f^. 

De mime, le noyau renormalise au bord du spectre converge vers le noyau d'Airy : 

^ed ee/ s Ai(x) Ai'fy) - Ai'(x) Ai(y) 

x — y 

oil Ai(x) = - J °° cos(£x + 1 3 /3) dt est lafonction d'Airy, e'est-a-dire Yunique solution de y" — xy = 
qui ait pour asymptotique 

Ai(x) ~^^co 



Isjnx 



1/4 ■ 



En combinant ces resultats et la formule donnee pour la probabilite P[Vz, %\ A], C. Tracy 
et H. Widom sont parvenus a preciser l'asymptotique de la plus grande valeur propre A max 
d'une matrice du GUE. Ainsi, 



P[2Yi ^ a] = P 



n 



2/3 / Vax 



2 ^ a 



f t± 



a,oo[ 



det[K e n dge (x ir Xj))dx 



-> F ^rr^ /" det f K^fex,)) dx k = det fid - /C Air y ^ . 

to kl J]a,oo[ k V ' V L 2 (]^~[)/ 

La loi obtenue, dite loi de Tracy-Widom, a pour fonction de repartition 

r CO 

F(x)=exp(-/ (s-x)^ 2 (s)ds), 

ou ^ est l'unique solution de l'equation differentielle de Painleve II 

q"(x) = xq{x)+2q 3 (x) 

qui ait pour asymptotique ^(x) ~ Ai(x). En particulier, la distribution de la plus grande valeur 
propre du GUE est liee a la theorie des equations de Painleve et a la hierarchie de Toda, voir 
les articles [FW01, FW02]. L'objectif de ce chapitre est de montrer que les premieres lignes (ou 
colonnes) d'une partition sous la mesure de Plancherel ont la meme loi asymptotique. 
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5.2 Equivalence de Baik-Deift-Johansson : l'approche 
d eterminantale 

Dans la section 4.2, nous avons vu que si M Z/ j$uq est la mesure sur les partitions obtenue en 
modulant le systeme coherent des z-mesures (M Z/ „) n ^ par la loi binomiale negative B(t,Q, 
alors les processus ponctuels -7"*(M Z/ g( f n) et T) ir {M z ^n^\) sont determinantaux. De plus, on 
peut dormer une expression explicite des noyaux correspondants en termes de fonctions hy- 
pergeometriques (voir le theoreme 3.3 de [BO00]). Lorsque z tend vers l'infini et£ = 6/t tend 
vers 0, la loi M Z/ „ tend vers la mesure de Plancherel M n , et la loi binomiale negative B(t,Q 
tend vers la loi de Poisson V(6). Par suite, la mesure de Plancherel poissonisee 

M ne) = V(0)(\M) M W (A) = |A| e- (^) 2 

correspond a un processus ponctuel determinantal V*{M-piQ\) dont le noyau s'obtient par 
passage a la limite du cas des z-mesures, cf. [BOO00, theoremes 1 et 2]. 



Une autre approche possible pour le calcul du noyau de ce processus est l'utilisation du 
formalisme des mesures de Schur; en effet, iVWm est la mesure de Schur de parametres 

t = t' = (y/6,0,0,...), voir page 55. Si r est un parametre reel, on rappelle que la fonction de 
Bessel de premiere espece est la serie de fonctions 

JrW = L 



f n\ T(r + n + l) \2 

de sorte que J m (z) est le coefficient de x m dans le developpement en serie de Laurent de 
e zx/2 e -z/2x^ c y [\Yat44, chapitre 2]. Or, pour les parametres t et t' precedemment decrits, la 
fonction }(x) = exp(T(x)) decrite dans la section 4.2 est exactement e zx/2 e~ z/2x avec z 
Par consequent, 



K^(A4p W )(*/y) = E^+»+i/2( 2v/ ^)/-y-«-i/2(-2v / 0) 

00 

= £ Wi /2 (2V0) j y+n+1/z (2Ve) 
Vo (j x -i/2(2Ve)j y+1/2 (2Ve)-j x+1/2 (2Ve)j y _ 1/2 (2 



x-y 

la seconde egalite decoulant de l'invariance de la fonction / par la transformation x 1-4 — x^ 1 , 
et la troisieme egalite etant une consequence des relations de Lommel pour un produit 
Jp{z) Jv{z) de fonctions de Bessel, voir [\Vat44, §5.4]. En utilisant les formules de Debye pour 
l'asymptotique des fonctions de Bessel lorsque l'argument complexe z tend vers l'infini (cf. 
[\Vat44, chapitre 8]), ainsi que des techniques de « depoissonisation » reliant M-p^ et M n 
lorsque 9 ~ n — >■ 00, on en deduit le resultat suivant : 

Proposition 5.6 (Asymptotique du processus ponctuel associe a la mesure de Plancherel, 
[BOO00]). Soit (x") n£ ]N = (x" < • • • < x?) ne jsj une suite de vecteurs d'entiers telles que les li- 
mites fifties ou infinies 

x n 

lim —7= ; du = lim {a\ — a;) 
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existent pour tous indices i et j. On note p n la fonction de correlation discrete du processus ponctuel 
V*(M n ), oil M n est la mesure de Plancherel d'ordre n. 

1. Si x n se scinde en deux parties y n et z n dont la distance tend vers I'infini, alors lim )WO o p n (x n ) = 
(lim„^oo Pn(y n )) x (lim B _>.oo p n (z n )). Autrement dit, les comportements locaux en des endroits 
distincts sont asymptotiquement independants. 

2. Si x n reste non scindee etsi a = a\ = ■ • ■ = est un point de] —2,2[, alors lirn n _>oo p n (x n ) = 
det(S fl (djj)) , oil S a est le noyau sinus discret : 

sin(arccos(fl/2)x) 
S (x) = — -. 

TlX 

Au bord de la forme limite (c'est-a-dire avec a = ±2), le noyau sinus discret convenablement 
renormalise degenere en le noyau d'Airy ce qui compte tenu de la proposition 5.5 fournit une 
preuve de l'equivalence de Baik-Deift-Johansson, cf. [BOOoo, §4]. Cette preuve est assurement 
la plus naturelle, puisqu'elle repose simplement sur l'etude asymptotique des fonctions de 
correlation des processus X = (Xj, X2, . . .) et X = {Y\, Y2, . . .). En contrepartie, elle utilise des 
proprietes fines des fonctions de Bessel et des fonctions d'Airy et ces arguments semblent 
difficiles a generaliser; nous reviendrons sur ce point dans la section 7.1. 



5.3 Equivalence de Baik-Deift-Johansson : l'approche 
geometrique 

Une seconde preuve de nature plus conceptuelle est due a A. Okounkov ([Okooo]), et elle 
repose sur des interpretations combinatoires (geometriques) des polynomes traciaux de ma- 
trices aleatoires et des polynomes traciaux en les elements de Jucys-Murphy dans l'algebre 
du groupe symetrique. Nous concluons ce chapitre et la partie d'introduction de ce memoire 
en exposant les arguments principaux de cette approche, qui laisse entrevoir des connections 
inattendues entre la theorie asymptotique des representations et des problemes geometriques 
tels que la theorie des invariants de Gromov-Witten et le decompte de structures combina- 
toires sur des surfaces (cartes et revetements). Cette approche a motive la recherche d'une 
interpretation geometrique des observables de diagrammes presentees dans le chapitre 2 ; on 
renvoie en particulier a [So6a, So6b] pour de plus amples details sur ce point. 



Compte tenu du theoreme de Levy reliant la convergence en loi d'une suite de variables 
aleatoires a celle des fonctions caracteristiques (voir l'exemple 5.5 dans [Bil69, chapitre i]), 
le theoreme 5.1 est equivalent a l'assertion suivante : si X(£) = Y^ =1 exp(Xj ^) et Y(£) = 

YlJLi ex p{Yj son t l es transformees de Laplace des mesures YLlLi^Xj et YsjL\$Y/ alors pour 
tout entier s ^ 1 et tous parametres £\, . . . , £ s strictement positifs, 



lim E 

n— >oo 



x(Ci)---x(e B 



lim E 

n— >oo 



l'existence de la limite pour le terme de droite etant garantie par le theoreme de Tracy-Widom. 
Fixons des parametres positifs fi, . . . , £ S/ et des entiers positifs pairs Jq ~ ^ ! n 2/3 ; on note 
k = J3f =1 kj. Le polynome tracial 



M(k lr ...,k s ) = (2v^)- ,c E 



f^trM 

i=l 
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est principalement determine par les puissances des plus grandes valeurs propres en valeur 
absolue (done, celles au bord du spectre). Comme 



/ x- \ k ' ( Y- \Z' nV3 



M(ki, . . . , k s ) a par consequent la meme asymptotique que E[Y(£i) • • • Y(£ s )}. De plus, la for- 
mule de Wick fournit un developpement topologique de M{k\, . . . ,k s ) : 

M(h, . . . ,k s ) = i E nXiSyS |Map(fci, ...,k s ;S)\, 
1 s 

la somme etant effectuee sur les classes d'homeomorphisme de surfaces compactes eventuel- 
lement non connexes. Ainsi, du cote des matrices aleatoires, le probleme est ramene a celui 
de l'asymptotique des nombres de cartes |Map(A;i / . . . ,k s ;S)\. 



Du cote des partitions aleatoires, les analogues des fonctions M(k\, . . . ,k s ) sont les poly- 

nomes traciaux C{k\, ...,k s ) = 2~ k ^Jn E|Xl? = i(I<i) fc ']/ ou ^ es son * ^ es elements de Jucys- 
Murphy 

£4 = (1/2) + (1/3) + • • • + (l,n) ; L 2 = (2,3) + • • • + (2,n) ; 

et ou E[-] designe l'esperance de l'espace de probabilite non commutatif C6 n , e'est-a-dire 
(1/n!) tr (•). Notons que les L, ici definis different legerement des /, du paragraphe 1.5 ; ils ont 
neanmoins les memes proprietes, et en particulier, leurs actions sur un module de Specht V 
ont pour valeurs propres les contenus des cases de ]i. Ainsi, 

nt k i\ = ^ E ( dim /0 ^i L \) = h E dim ^ E t dim (F \ M)) (m - if 

coin de u 

= E M n(H) E *?M(w-0*, 

(ft,-,?) coin de ^ 

ou les 8*{fi) = [dim(f/ \ (/./,, z))]/ [dim f/] sont les probabilites de cotransition du processus de 
Plancherel, e'est-a-dire les probabilites de transition de l'unique processus markovien sur <3f 
qui est decroissant, compatible avec les regies de branchement et qui conserve les mesures de 
Plancherel. L'existence d'une forme limite Q pour les diagrammes sous la mesure de Planche- 
rel implique la convergence en probabilite 

vi, <s;oo>/n-»i/ 

voir [Okooo, §3.2.2] — l'asymptotique est egalement valable pour les probabilites de transition 
du processus de Plancherel. Fixons des parametres positifs £i, . . . , £ s , et des entiers positifs 
k'i ~ n 1/3 ; on note comme precedemment k' = Y^=i K ■ D'apres ce qui precede, 

1 l W n ) 1 L J jie&n (^,1) coin de n \^V n / 

et le rapport |(/^- — i)/2y/n\ est maximal pour i = 1,2, . . . et i = £(}i),£(}i) — 1,... Dans le 
premier cas, 

\2^J ~\2y/n) 
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car k[ <x n 1 ^ 3 et ft, oc n 1 ^ 2 ; dans le second cas, 



2v^ 



*5 



»4 



2v^ 



Dans chaque cas, S*(p)y/n tend vers 1. En utilisant l'invariance par conjugaison des dia- 
grammes de la mesure de Plancherel, on conclut que : 



2 fc i( v / ft")M 



-1 



E 



(Li)*i ~ £ M„ 



2^ 



En reiterant ce raisonnement avec les elements L2, . . . , L s , on voit plus generalement que le 
polynome tracial en les elements de Jucys-Murphy C(k' l , . . . ,k' s ) a la meme asymptotique que 



,?1,...,J S =1 



(2V«)* 



ou les points de suspension dans la somme correspondent a 2 s — 1 autres termes mettant 
en jeu les — De plus, comme dans le cas des matrices aleatoires, C(k' 1 , . . . ,k' s ) a la meme 
asymptotique que E[X(£i) • • • X(£ s )], car 



2^n 



1+ 7 



ft 



1/3 



1/3 



exp(X;&). 



La preuve « combinatoire » de l'equivalence de Baik-Deift-Johansson est done ramenee a 
l'equivalence asymptotique M(k\, . . . , k s ) ~ C(k' v . . . ,k' s ). 



Ceci etant, on peut dormer un developpement topologique de C(k' 1 , . . . , k' s ) analogue a 
celui des fonctions M, mais en termes de revetements ramifies de la sphere. Pour commencer, 
on remplace chaque L; = Y^j>i{Uj) par 

s 

U = Lf - £ = (i,s + 1) + (t,s + 2) + • • • + (t,n) ; 
;=i+l 

ceci ne change pas l'asymptotique des polynomes traciaux C(k' 1 , . . . , k' s ) — nous noterons 
C(k' 1 , . . . ,k' s ) les polynomes modifies. Maintenant, comme E[cr] = Ip-^d pour toute permuta- 
tion a, C(k[, . . . ,k' s ) est le nombre de solutions dans &„ de l'equation 

(l,Ti)(l,T 2 ) • • • (l,T fc /) (2,^+0 • • • (2,T fc / +fc /) • • • (s,tv) = id 

avec chaque t, dans [s + l,n]. Le groupe (5 n _ s agit sur cet intervalle, et done sur l'ensemble 
des solutions de l'equation par conjugaison ; de plus, l'orbite d'une solution r est de cardinal 

(n — s)(n — s — 1) • • • (n — s — d(r) — 1) ~ n d ( T \ ou d(r) = card {ti, . . . ,T k i}. Ainsi, 

c(fci *;)- E * rf(T) - 

{t}/6„_ s 

A toute solution r = {r[, . . . , T' k }, on peut associer un revetement ramifie de la sphere CP 1 en 
procedant comme suit 5 : 



5. On renvoie a [LZ04, §1.2] pour des details sur le lien entre equations dans <3„ et revetements ramifies de 
CP 1 donne par la monodromie dans une fibre au-dessus d'un point base. Ce point sera egalement evoque dans le 
chapitre 13, avec quelques rappels sur la notion de revetement ramifie. 
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1. Sur la droite projective complexe CP 1 , on place un point base 0, et on repartit k! points 
autour — on les notera 1,2,. . . ,k' '. Le point sera non ramifie, et les points l,...,k' 
seront simplement ramifies. 

2. Le revetement a s + d(r) feuillets, dont s feuillets speciaux marques au-dessus du point 
base 0. 

3. Si 7/ est la boucle issue du point base et contournant le point i, alors la monodromie de 
cette boucle au dessus de est la transposition du feuillet special i avec un feuillet non 
marque T[, voir la figure 5.3. 



\ 




A 



A 



/c'. 



W .2 



> d(r) feuillets 



\ 



> s feuillets speciaux 



CP 1 



Figure 5.3 - Revetement ramifie de Jucys-Murphy associe a une equation t. 



Nous noterons Covjm^, . . . ,k' s ) l'ensemble des classes d'equivalence de revetements ramifies 
de Jucys-Murphy de parametres k[, . . . ,k' s , et si S est une surface orientable compacte, nous 
noterons Covjm(A: / 1/ . . .,k' s ;S) l'ensemble constitue de ceux qui sont homeomorphes a S. Par la 
formule de Riemann-Hurwitz (cf. [DS94, p. 39]), on a alors ^(S) = 2(s + d{r)) — k', done 

n a(T > = n 2 x n 2 . 

D'autre part, deux equations donnent le meme revetement ramifie marque si et seulement si 
l'une peut etre obtenue a partir de l'autre par conjugaison par & n - s . On en deduit le develop- 
pement topologique (asymptotique) 

1 x(S)— s 

C(k[ k' s ) --^n— ICovjm^ KiS)\, 



la somme etant de nouveau effectuee sur les classes d'homeomorphisme de surfaces com- 
pactes. Inequivalence asymptotique M{k\, . . . , k s ) ~ C{k\, . . . ,k' s ) decoule des lors du resultat 
suivant : 
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Proposition 5.7 (Equivalence asymptotique des nombres de cartes et des nombres de revete- 
ments de Jucys-Murphy, [Okooo]). Si k{ ~ t avec t tendant vers I'infini, alors pour tout genre g, 
il existe un fonction m g (^i, . . ., f s ) telle que 

^%^ ~^^(t «. 

Le resultat s'etend sans difficulte au cas d'une surface S non connexe. Dans le meme contexte, 

|Map(fci,...,fc s ;T g )| ~ |Cov JM (fc 1/ ... / fc s ;T g )| / 

ce qui implique I 'equivalence asymptotique M(k\, ...,k s ) ~ C(k' lr . . . , k' s ) avec les normalisations des 
kj et des k\ en n 2/3 et n 1/3 . 

Exemple. Si g = et s = 1, alors \Map(2k;g = 0)| est le nombre d'appariements sans croi- 
sement des cotes d'un 2ft:-gone, ou encore le nombre d'arbres generaux a k aretes ; c'est done 
le nombre de Catalan Q = ]^{ 2 ^)- D'autre part, pour tout revetement de Jucys-Murphy, 
appelons valence d'une feuille F non speciale le nombre de points i de tels que la mo- 
nodromie autour de i permute la feuille F. Alors, val(F) ^ 2, et 

^ (val(F) - 2) = k - 2d(r) = 2s - X (S). 

F 

Lorsque g = 0ets = l,k = 2d(r), et la valence de tous les feuillets non speciaux est done 2. 
Autrement dit, |CovjM(2fc;g = 0) | est le nombre de solutions de l'equation 

(Ui)(l,i2)---(l,iat)=id 

telles que les u soient reunis par paires. II n'est pas difficile de voir que ce nombre est encore le 
nombre de Catalan Q; dans ce cas particulier, l'equivalence asymptotique |Map| ~ |Covjm| 
est done une egalite. De plus, par la formule Stirling, la fonction wio(£) existe bien, et elle vaut 

V 2 



La preuve de la proposition 5.7 donnee par Okounkov dans [Okooo] repose sur l'utili- 
sation des graphes de rubans comme objets combinatoires intermediaires entre les cartes et 
les revetements de Jucys-Murphy. Les graphes de rubans (metrises) fournissent un modele 
combinatoire des espaces de module des courbes ^# s ,g (cf. [Kon92]), et on peut interpreter 
l'expression M.(k\, . . . ,k s ) comme une somme de Riemann d'une integrale sur le modele com- 
binatoire de Kontsevich. D'autre part, il est bien connu que le decompte des revetements 
ramifies de la sphere est lie a la theorie de l'intersection sur les espaces de modules ^ s ,g — 
ce qu'il est convenu d'appeler la theorie de Gromov-Witten — et au calcul d'integrales de 
classes de cohomologie sur le compactifie de cet espace {cf. [ELSV01, ZV005] et le paragraphe 
13.3). Par consequent, les deux expressions M{k\, . . . , k s ) et C(k' 1 , ...,k' s ) sont certainement des 
discretisations d'expressions integrales sur les espaces de modules ^ s ,g, ce qui laisse entrevoir 
une connection entre permutations aleatoires et espaces de modules analogue aux resultats 
de Kontsevich dans le contexte des matrices aleatoires, voir [Kon92, OP01, OP02]. Ceci ap- 
porte une motivation supplementaire a l'etude asymptotique des representations, et clot notre 
premiere partie d'introduction. 



Chapitre 5. Permutations aleatoires et matrices aleatoires. 
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Deuxieme partie 

Asymptotique des mesures de 
Plancherel des algebres d'Hecke 
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La seconde partie de ce memoire est consacree a l'etude asymptotique de partitions distri- 
butes suivant des mesures de probability issues de la theorie des representations des groupes 
reductifs finis de type Lie, et en particulier la theorie des algebres d'lwahori-Hecke. Soit q 
une puissance d'un nombre premier, et F^ le corps fini de cardinal q. Les groupes de ma- 
trices GL(n, Fa) ont leurs representations irreductibles indexees par des families de partitions 
\ = (Ai, A2, . . .), et partant, on peut s'interesser a l'asymptotique des mesures de Plancherel 
des groupes GL(n, F ? ) lorsque n tend vers l'infini. J. Fulman ([Fulo6]) et A. Dudko ([Dudo8]) 
ont montre que si la famille \ est tiree suivant la mesure de Plancherel de la representation 
reguliere de GL(n,F ? ), alors les partitions A,- G ^ sont asymptotiquement independantes, et 
asymptotiquement reparties suivant certaines mesures de Schur ; en particulier, ces partitions 
restent presque surement de taille bornee (par contre leur nombre tend vers l'infini). Ce resul- 
tat et la theorie des representations des groupes GL(n,F,j) sont rappeles dans le chapitre 6; 
on s'inspire une nouvelle fois de [Mac95], et aussi de [DL76, DM91, Heno3]. 

Au cours de cette these, nous avons etudie les mesures de Plancherel d'autres representa- 
tions de CL{n,Wq), a savoir, les representations paraboliques induites a partir d'un caractere 
d'un tore. Sous ces mesures d'induction parabolique, les partitions A; restent en nombre fini, 
et ont bien leur taille qui tend vers l'infini ; une etude asymptotique semblable a celle du cha- 
pitre 3 devient des lors possible. Dans le cas particulier ou le tore est scinde et le caractere du 
tore est trivial, on obtient une mesure sur les partitions appelee q-mesure de Plancherel. 

L'etude de cette mesure met en jeu la theorie des algebres d'Hecke de type A (cf. [Mat99a, 
Ram9i, HR96, RR97]), qui sont les commutants des actions des groupes GL(n,F ? ) sur les in- 
duits paraboliques ; elle est progressivement exposee dans les chapitres 7 et 8, et on y reprend 
les resultats des articles [FM10, Meiob]. Ainsi, la quantification & n — > J^(@„) se traduit par 
une quantification de la base des caracteres centraux dans l'algebre des observables de dia- 
grammes, et on obtient alors une loi des grands nombres (theoreme 8.5) et un theoreme central 
limite (theoremes 8.7 et 8.15) tout a fait analogues aux theoremes 3.3 et 3.4 — en revanche, le 
comportement asymptotique des partitions est tres different de celui observe pour les mesures 
de Plancherel des groupes symetriques. 

Le chapitre 9 est consacre a des generalisations de ces resultats au cas d'autres algebres 
d'Hecke, en particulier les algebres d'Hecke de type B reliees aux representations parabo- 
liques induites dans Sp(2n,Fg) a partir du caractere trivial d'un tore scinde. On dispose ainsi 
d'une loi des grands nombres et d'un theoreme central limite pour les parts d'une bipartition 
aleatoire sous la B-^-mesure de Plancherel (theoreme 9.7), et d'une conjecture pour la reparti- 
tion des parts entre les deux parties de la bipartition (conjecture 9.8). On presente egalement 
dans ce chapitre un cadre general dans lequel on peut esperer des resultats analogues aux 
theoremes 8.5 et 8.7 : celui des algebres d'Hecke generalisees decrites par un theoreme de 
Lusztig (cf. [LUS84, HL80]). 
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Chapitre 6 

Combinatoire des groupes lineaires 
finis 

Dans ce chapitre, nous exposons la theorie des groupes de matrices GL(n,k), ou k — F 9 
est un corps fini. Nous rappelons la combinatoire des classes de conjugaison de telles matrices 
(section 6.1), et nous presentons un resultat analogue a l'isomorphisme de Frobenius-Schur 
1.5 (section 6.2), ce qui permettra de calculer les caracteres des groupes GL(n,F (? ) (section 
6.3). On montre alors que les caracteres irreductibles de GL(n,F ? ) sont en bijection avec les 
families de partitions ^ : L/& — > <¥ de poids n, l'ensemble d'indexation L/ (J5 etant en bijection 
avec 

F7 x /Galois(VF (? ) / 

c'est-a-dire l'ensemble des polynomes unitaires irreductibles sur F^ et differents de X. Enfin, 
dans la section 6.4, on rappelle les resultats de Dudko et Fulman (cf. [Dudo8, Fulo6]) concer- 
nant l'asymptotique de la mesure de Plancherel de GL(n / F (? ) sur ces families de partitions. 

II existe en realite deux families fondamentales de caracteres de GL(n / F (? ) : les caracteres 
irreductibles, et les caracteres de Deligne-Lusztig obtenus par induction parabolique a partir 
de caracteres de tores. Ces derniers fourniront des mesures de probabilite sur des families 
de partitions ^ reduites a un element, ce qui menera a l'etude de la ^-mesure de Plancherel 
(chapitres 7 et 8). 



6.1 Reduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison 

Si q = p e est la puissance d'un nombre premier, on rappelle qu'il existe a isomorphisme 
pres un unique corps fini F q de cardinal q, et on peut le realiser comme corps de rupture (et 
de decomposition) du polynome X 1 ? — X sur F p = Z/ pZ. Les extensions de corps de F ? sont 
les F^, et elles sont toutes galoisiennes ; le groupe Galois (F^/Fq) est cyclique d'ordre d et est 
engendre par le morphisme de Frobenius 

cr : x i— >■ x q . 

La cloture algebrique F q a pour groupe de Galois sur F ? la limite profinie Z = hjn^ Z/ c?Z, et 
ce groupe contient Z = (cr) comme sous-groupe dense. 
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6.1. Reduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison. 



Soit G = GL(n, Fg) le groupe des matrices inversibles de taille n x n et a coefficients dans 
k — W q . Par representation matricielle, on peut voir G comme le groupe des isomorphismes 
lineaires d'un espace vectoriel V de dimension n sur F ? . Un tel espace est de cardinal q", et le 
nombre de families libres de rang k dans V = (F q ) n est 



{q n _ 1){q n _ q){q n _ q2) . . . ((? n _ ^ 1 } = {q n _ ^-1) _ 



j=l 



En effet, pour construire une famille libre {v\, . . . ,v r ), on choisit un vecteur non nul V\, puis 
un vecteur qui n'est pas dans l'espace vectoriel Fg[i>i] engendre par V\, puis un vecteur 
c>3 qui n'est pas dans Fj^i,^]/ etc. jusqu'au vecteur v r qui n'est pas dans ¥ q [v\,. . . ,v r -\]. II 
y a q n — 1 possibilites pour le premier vecteur, q n — q pour le second, etc. jusqu'a q n — q r ~ x 
possibilites pour le vecteur v r , d'ou le resultat. Comme un element de G peut etre vu comme 
la matrice de transition entre la base canonique et une base quelconque B' de V, on en deduit : 



cardGL(n, F ? ) = nombre de bases de V = (q n — l)(q" — q) • • • (q n 



Dans cette section, on s'interesse aux classes de conjugaison de GL(n,F (J ), c'est-a-dire les 
classes d'equivalence de matrices pour la relation 



3h E GL(n,F ? ), g 1= hg 2 h l . 



Nous allons montrer que ces classes de conjugaison sont indexees par des families de parti- 
tions appelees polypartitions. Si u G M(n,k) est une matrice arbitraire de taille n x n (pas 
necessairement inversible), son action sur V = k" fournit une structure de k [X] -module com- 
patible avec la /c-structure preexistante : 

VPGJfc[X], \/vev, P ■ v = [P{u)](v) . 

Notons V u l'espace V considere comme A;[X]-module. Comme k[X] est un anneau principal et 
V u est finiment engendre sur cet anneau (par exemple par une A;-base de V), on peut appliquer 
le theoreme de structure des modules finis sur les anneaux principaux : il existe des polynomes 
A;-irreductibles unitaires (pi,...,(p r et des partitions . . . , ]i r telles que 

r r t{m) 

n = £ degfr et V u ~ fc[x] k[X]/(^) . 
i=\ i=l ;=1 

De plus, les polynomes (pi et les partitions ]i{ sont entierement determines par u, et la decom- 
position de V u en modules primaires peut etre interpretee de la facon suivante : dans une 
k-base B' de V, Taction de u sur V est donnee par une matrice diagonale par blocs, les blocs 
etant les matrices de Jordan J^ytj — on rappelle que 



Jp = 



/0 
1 



V 





1 



-0«-2 

-d n -\J 



si P(X) = X" + fl n -iX" 1 + • • • + a\X + flo- Nous noterons p = p u l'ensemble des paires 
{<ph Hi) ) c'est une A;-polypartition de taille n. La matrice par blocs precedemment evoquee sera 
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notee ] v , et elle est conjuguee a u par la matrice de transition deBa B' , B designant la base 
canonique de V = k". En particulier, le polynome minimal m u et le polynome Xu peuvent 
aisement etre retrouves a partir de la polypartition jj : 

r r e{fii) 

m u (X) = n (<Pi(X)r^ ; X u(X) =nn ■ 

i=\ i=l ;'=1 

La matrice u est done inversible si et seulement si X n'apparait pas dans la polypartition 
p u . Si «i et «2 sont deux matrices conjuguees dans M(n,k) par h G GL(n,k), alors h est un 
isomorphisme de fc[X]-module entre V Ul et V U2 , car pour tout polynome P, 

P(u 2 )oh = fcoP(« 1 ). 

Par consequent, V Ul et V U2 ont la meme decomposition en A;[X]-modules primaires, et U\ et 
ii2 sont conjuguees a la meme matrice ] v . D'autre part, comme la decomposition d'un k[X]- 
module fini est unique, deux matrices J\ et ] v ne peuvent pas etre conjuguees. Ainsi : 

Proposition 6.1 (Reduction de Jordan-Frobenius). Les classes de conjugaison de matrices dans 
M(n,k) sont indexees par les k-polypartitions de poids n, et les classes de matrices invisibles corres- 
pondent aux polypartitions dans lesquelles le polynome X n'apparait pas. Un representant de la classe 
Cjj est la matrice diagonale par blocs de Jordan J p . 

Notons M le groupe multiplicatif de ¥ q , et & le groupe Galois Si P(X) 7^ X est 
un polynome unitaire irreductible sur ¥ q , alors il se scinde dans F q sous la forme 

degP 

P(X)= Y\{X-a\a)), 

i=i 

ou a est une racine (non nulle) de P qui appartient a l'extension F^degp. Par consequent, l'en- 
semble des polynomes irreductibles unitaires differents de X s'identifie a l'ensemble quotient 
M/<5. Nous noterons W l'ensemble des fonctions oj : M/C5 -¥ qui sont presque nulles, 
et W n {¥ q ) le sous-ensemble constitue des fonctions de poids n, e'est-a-dire que 

||dj||= degP |dj(P)| =n 

P6M/0 

si oj G & n (¥q). D'apres ce qui precede : 

Corollaire 6.2 (Classes de conjugaison de GL(n,F (? )). Les classes de conjugaison de CL(n,W q ) 
sont en bijection avec les polypartitions de ^ n {W q ). 

Exemple. Supposons k = F3 et n = 2. Pour tout q et tout n, le polynome X 1 ?" — X se scinde 
dans FjX] en le produit de tous les polynomes irreductibles unitaires de degre d divisant n. 
Par consequent, comme 

X 9 - X = X (X + 1) (X + 2) (X 2 + 1) (X 2 + X + 2) (X 2 + 2X + 2) 

dans F3[X], les classes de conjugaison de GL(2,p3) sont indexees par les polypartitions de 
^2(^3) suivantes : 

{X 2 + l:l} ; {X 2 + X + 2:l} ; {X 2 + 2X + 2:1} ; {X + 1 : 2} 
{X + 2:2} ; {X + l:l 2 } ; {X + 2:l 2 } ; {X + 1 : 1 ; X + 2 : 1} . 
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Pour conclure cette section, calculons le cardinal de la classe de conjugaison C v dans 
GL(n,F (? ), ou p est une polypartition arbitraire de % r {¥^). Le centralisateur de la matrice 
Jjj dans GL(n,Fq) peut etre vu comme l'ensemble des automorphismes de A: [X] -modules de 
Vjj ; par la formule des classes, on a done 

cardCjj = cardGL(n,F <; ) / cardAutHx] (V^) . 

Notons V ( p l/fli la composante (^-primaire de V p , ou p = ((pi, ^i)i<= [!,,.]• ^ es * c ^ a ^ r 1 ue 

/- 

Aut Mx] (Vjj) = n Aut k[x] (V^) , 
i=l 

done le calcul du cardinal de C v se ramene a celui du cardinal du groupe d'automorphismes 
d'un k[X] -module primaire V^,. Dans ce qui suit, on note 

r r 

IMI = E( de s^) \k\ ' Kqj) = E( de §^) h (Vi) ■ 

1=1 1 = 1 

Si x ^ 1 est un nombre reel, (x;x) m est le symbole de Pochhammer usuel, i.e., (x;x) m = 
(l-x){l-x 2 )---{l-x m ). 

Proposition 6.3 (Cardinal d'un classe de conjugaison dans GL(n,F g )). Le nombre d'automor- 
phismes d'un F a[X]-module primaire V^, est 

QM + »WYl(Q-\Q-') msi}l) , 
ou Q = q de ^. Par consequent, le cardinal de la classe de conjugaison C v dans GL(n, F^) est 

{q n_ 1){q n_ q y.. {q n_ q n-l ) 

q \\v\\+v>(v) YY i=1 U m (q-^q-^t'U^) ' 

L'isomorphisme de Frobenius-Schur pour I'anneau de Grothendieck de la categorie des re- 
presentations des groupes lineaires GL(n,F ? ) donnera une preuve indirecte de ce resultat, 
cf. le paragraphe suivant. Une autre preuve repose sur la theorie de Hall des modules sur 
un anneau de valuation discrete 0, cf. [Mac95, chapitre 2, theoreme 1.6]. En effet, si V^, est 
^-primaire — ce qui revient a dire que le polynome minimal de tout element de est une 
puissance de (p — alors on peut considerer comme un ft: [X] 4, -module, k[X]<p designant 
I'anneau local constitue des fractions P/ Q sans puissance de <p dans Q. Cet anneau = ft[X]<p 
est un anneau de valuation discrete d'ideal maximal p = <p k[X],p, et de corps residuel I'unique 
extension de corps de ft de degre deg</>. Dans ce cadre, est un o-module de torsion de 
typefi : 

;>i 

et il suffit de montrer que Aut^x] (V<p,}i) = Aut (V^, /?< ) a le cardinal enonce dans la proposition 
6.3. Ceci peut etre fait par induction sur la hauteur du module de torsion, e'est-a-dire la taille 
maximale d'une part de u. En effet, si V est un o-module de torsion de hauteur h et de type u, 
alors p <g)„ V est un module de torsion de hauteur h — 1 et de type u — 1 = (u\ — 1, ^2 — 1/ ■ ■ ■)■ 
De plus, tout automorphisme g de V fournit un automorphisme g = id p (g) g de p (g> V, done 
il suffit de montrer que la preimage par ~ d'un automorphisme de p (g> V a 

elements, ce qui n'est pas tres difficile. 
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6.2 Isomorphisme de Frobenius-Schur pour GL(n,F 9 ) 

Detaillons maintenant la theorie des representations du groupe G = GL(tt,Fg), en s'in- 
teressant en premier lieu a l'induction a partir de sous-groupes diagonaux par blocs du 
type GL(ni,F 9 ) x GL(n2,Fg) x • • • x GL(n r ,F (? ), ou n = n\ + ni + • ■ ■ + n r est une com- 
position. Comme dans la section 1.4, il sera utile d'introduire la somme directe K(¥q) des 
groupes de Grothendieck K(GL(n / F ? )) / et ses versions tensorisees Kr(F ? ) = R K(F q ) = 
©nGN^R(GL(n / F (? )). Nous aurons egalement besoin de la theorie des polynomes de Hall- 
Littlewood et des chaines de modules finis sur un anneau de valuation discrete ; rappelons-en 
brievement les points principaux (voir [Mac95, chapitres 2 et 3]). Si est un anneau de valua- 
tion discrete de corps residuel k = F q et si A.,A.^',. . . est une famille de partitions telle 
que |A| = Y%=i 1^ |/ notons G A (1) (r) le nombre de chaines 

= M (0) C M (1) C • • • C M (r) = M 

de o-modules de torsion, ou M est un module de torsion de type A fixe, et ou chaque quotient 
/My~^ est de type A^. On peut montrer que ces nombres G A (1) w r )(<?) rte dependent 
que de q, et de facon polynomiale. L'algebre de Hall de est l'espace vectoriel complexe H(o) 
de base («a)ag^/ avec l es regies de multiplication 

9 

Ces regies peuvent etre encodees au moyen de fonction symetriques. Pour toute partition A, 
notons P\(x;t) la fonction symetrique de Hall-Littlewood limite inverse des polynomes 

*a(*i x n ;t) = ( n t^m) e f^^-^n^V 

\m,(A)»l 1 r / ^ee„ V i<j X > X l J 

dans A[t] = l^im^ ^ C [x\, x%, . . .,x n ;t] 6n . Lorsque t = 0, on retrouve les fonctions de Schur : 

P A (x;0) =s A (x)™ 

Proposition 6.4 (Fonction caracteristique d'une algebre de Hall, [Lit6i]). J/ existe un unique 
isomorphisme d'algebres complexes tp : H(o) — > A tel que 

Vn G N, ^("(p)) = <7 e »( x ) • 

Cef isomorphisme est donne sur la base (ma)ag^ ip( u \) = q^ b ^ P\{x;q~ l ). 



Ceci etant, fixons un entier n, une composition n = n\ + H2 + • • • + n r , et des fonc- 
tions centrales Mi S Z(CGL(ni,F ? )),...,w r G Z(CGL(n r ,F (? )). Si L est le groupe produit 
GL(ni,Fq) x • • • x GL(n r ,F ? ) et si G = GL(n,F (? ), alors par analogie avec la construction du 
paragraphe 1.4, on pourrait munir Kc(Wq) d'une structure d'anneau en posant 

U\ o • • • o u r = Ind L (u\ ® ■ ■ ■ ®u r ) . 

Mais pour ce produit, les regies de branchement sont complexes, et il n'existe pas de structure 
d'algebre de Hopf raisonnable compatible avec ce produit. Ainsi, il faut plutot considerer le 
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produit d'induction parabolique d'Harish-Chandra, qui est defini comme suit. Notons P le 
sous-groupe parabolique de G constitue des matrices triangulares par blocs 



g 



( gn gu 

#22 

\o ... 







grrj 



avec chaque gj, dans GL(nj,FA Si IT C P est le sous-groupe des matrices par blocs unipo- 
tentes (i.e., ga = 1 pour tout i), alors on a une suite exacte scindee de morphismes de groupes 



-> 1 



avec 7r(g) = (gn, ■ ■ -,grr)- Autrement dit, tout element p G P s'ecrit de maniere unique p = ul 
avec u G U et 7r(p) = Z G L. Par consequent, une fonction centrale M sur L peut etre relevee 
en une fonction centrale sur P en posant u^p(p) = u(rc(p)) — de facon equivalente, un 
L-module V peut etre releve en un P-module en posant p -pv = n(p) -iv. Dans ce cadre, le 
produit d'induction parabolique de fonctions centrales est defini par 



U\ o U-2 o ■ ■ ■ o u r 



Indp ((mi ® «2 <8> • • • <8> «r)L^p) • 



On definit de facon analogue le produit d'induction parabolique de modules (eventuellement 
virtuels) V\,...,V r au-dessus des groupes GL(ni,F (? ), . . . ,GL(n r ,F (? ). Cette operation est clai- 
rement distributive vis-a-vis de la somme directe de modules, d'ou une structure d'anneau 
gradue sur Kc(Fq), le degre d'une combinaison lineaire de GL(n;,Fg)-modules etant le plus 
grand entier n\ mis en jeu dans la combinaison. 



Notons que l'operation d'induction parabolique fait sens des que P est un sous-groupe 
parabolique de G = GL(n,F ? ), et L est un sous-groupe de Levi, de sorte que P = U x L avec 
U sous-groupe unipotent (cf. [DM91] et [LUS84]). Dans ce contexte plus general, nous noterons 

{u) ou Rj? (V) la fonction centrale ou le module obtenu par induction parabolique de L vers 
G. Le foncteur additif admet toujours un adjoint R*^, d'ou un coproduit 

a(vgk c (gl(h,f 9 )))= £ ^ G ^ xGWd {v) 

n / l+m=n 

sur Kc(Wq) et une structure d'algebre de Hopf graduee positive autoadjointe. L'objectif de 
cette section est d'obtenir un isomorphisme entre cette algebre de Hopf et un produit tensoriel 
infini d'algebres de fonctions symetriques. 



Pour commencer, calculons plus explicitement la fonction centrale u obtenue par induction 
parabolique a partir de fonctions centrales U\, . . . , u r . Si H C G sont deux groupes finis et si % 
est un caractere de H, alors le caractere induit 6 = Ind^(^) s'ecrit 

Hg) = E Xi^gx), 

xHeG/H 

etant entendu qu'on etend la fonction % par en dehors de H. Ainsi, 

u (g) = ("1 • • • u r){g) = Yj ("1 ® " " ' ® U r)L^p{x" X gx) . 

xPGG/P 
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Or, si F = Vb C V\ C • • • C V r est le drapeau standard de (Fg)" associe a la composition 
n = n\ + • ■ ■ + n r , alors x~ 1 gx est dans P si et seulement si (x~ 1 gx)(F) = F, done, si et 
seulement si g(x(F)) = x(F). On en deduit que si p est le type de g, alors 

U(g) = ll(p) = £ Mi(oJl) X « 2 (HJ2) X • • • X Ur(pr) 

la somme etant effectuee sur les chaines de A; [X] -modules 

= Vq C Vi c • • • c v r = v g = v v 

avec dim V,/V,-_i = ft;, et qj,- designant le type du quotient V;/V,_i. En regroupant les chaines 
de modules en fonction de leurs types, on voit done que 

(Ml o • • • o u r )(p) = £ F^ ipr (q) «i(oJi) • • • u r (p r ) , 

ou la somme est prise sur les families de polypartitions p\,...,p r de tailles n\, . . . , n r , et ou 
Fp lr ... rVr (q) est le nombre de chaines de Fg[X] -modules = Vb C • • • C V r = V, avec V module 
fixe de type qj, et chaque quotient Vj/Vj_i etant de type qj;. Par unicite de la decomposition 
d'un FjXj-module en modules primaires, ces nombres s'ecrivent 

pv (a) - FT G v ^ (a de S<P) 
<peM/<5 

Fixons quelques notations supplementaires : pour tout polynome (p G M/<5, (X*f),>i est 
un ensemble de variables independantes de degres degX^,,- = deg</>; A<p est l'algebre des 
fonctions symetriques complexes en les X^j ; A(F ? ) est le produit tensoriel infini ®^, g m/© > 
et est l'isomorphisme d'algebres complexes entre H(F ? [X]^) et A^, de la proposition 6.4. 
Un element /(X^,) de A^, sera note plus simplement f{<p) ; par consequent, A(F ? ) est l'algebre 
librement engendree par les p n ((p), ft ^ 1 et cp G M/ ©. 

Theoreme 6.5 (Isomorphisme de Frobenius-Schur pour les groupes GL(n,Fq), [Zel8i]). Si p 

est une polypartition de ^(F^), considerons la classe comme un element de Kc(GL(n,F (? )). Alors, 
Y application lineaire 

(peM/e 

est un isomorphisme d'algebres complexes entre K(Wq) et <S><p<=M/<s W(F 9 [X]^). Si Yon compose cette 
application par <8)^, g m/is V application caracteristique ainsi obtenue est un isomorphisme d'algebres 
de Hopf graduees entre K(Fq) et A(F ? ) qui verifie 

Vjj g ^(Fq), ch(Cjj) = n (r^^Hwter* 8 *)^- 

L'application ch est meme un isomorphisme d'algebres de Hopf positives autoadjointes 
(cf. les derniers chapitres de [Zel8i]), a condition qu'on munisse A(F ? ) d'un produit scalaire 
qui est le produit tensoriel infini de ^ deg ^-produits sur les anneaux A<p (voir [Mac95, chapitre 
3, §4]). Pour ce produit scalaire, la base duale de {P v ) v ^(w q ) est {Q v ) v& »(¥ q ), avec 

Qp= n (? deg *) l|i( * )l+6(|i( * )) Q^)(^r dfi8 *)/ 
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ou Qji(X; t) est la fonction symetrique Yh^l(t> m* (u) ^(X; t). Avec ces formules, on retrouve 
bien 

_ = card c v — ir \ r ) = (P \ p ) = p IO 

cardAut(^) cardGL(n,F 9 ) { " 1 v) ^ ' ^ 

1 

Ainsi, la combinatoire dans GL(n,F 9 ) de l'operation d'induction a partir de sous-groupes 
diagonaux peut etre encodee comme dans la section 1.4 par des fonctions symetriques, et les 
classes de conjugaison sont cette fois-ci en correspondance avec des produits de fonctions de 
Hall-Littlewood. 



6.3 Caracteres de Deligne-Lusztig et caracteres irreductibles 

II s'agit maintenant de decrire les representations irreductibles de GL(n,Fg) avec le meme 
formalisme ; les representations de Deligne-Lusztig joueront un role intermediaire dans notre 
presentation. Dans le groupe multiplicatif M, on rappelle que a est l'application de Frobenius 
x 1— > xl. Si n > 1, notons M„ le groupe multiplicatif (F^)*, qui est aussi M a ; le groupe M 
est la limite directe des groupes M n . Le groupe M n est cyclique de cardinal q n — 1, done son 
groupe dual L n = (M„)* est egalement cyclique de cardinal q n — 1. Notons L la limite directe 
des groupes L n : 

L= Inn L„ = lim Hom(M, ;/ C x ) =Hom(l^mM„,C x ) = Hom(M S/ C x ), 

n^oo moo moo 

la limite inverse Mj etant prise par rapport aux normes x G M n h-» n"=i G definies 

pour d I n. Un element £ G L est la donnee d'appariements (£ | • ) n G L„ pour n assez grand 
(au sens de la divisibilite), de telle sorte que si d \ n, alors 

VxGM, ; , (Z\x) n = (Z\N d , n (x)) d , 

Nci,n designant l'application norme precedemment evoquee 1 . L'application de Frobenius agit 
sur L, et L n s'identifie a L a . Dans l'ensemble quotient L/(3, le degre d'une classe = [£] est 
deg© = card©. Une polypartition duale est une fonction presque nulle \ : L/<3 — > W, et on 
dit que * est de poids n si 

||*||= £ deg©|M©)|=n. 

OeL/6 



Nous noterons <3/*(¥ q ) l'ensemble des F^-polypartitions duales, et l'ensemble des 

polypartitions duales de poids n. Ces objets apparaissent naturellement dans la theorie des 
representations du groupe GL{n,¥ q ), car ils parametrent 2 les GL(n,Fg)-classes de conjugai- 
son de caracteres de tores maximaux; expliquons en detail ce point. Dans G = GL(n,k), 
l'application de Frobenius F est la transformation qui agit par a sur chaque coordonnee; 
e'est un morphisme de groupes, et GL = G F . Un tore de G est un sous-groupe commu- 
tatif isomorphe a M r pour un certain entier r ^ n ; on appelle tore de G F l'ensemble des points 

1. En particulier, si x 6 M d C M n , alors (f | x) n = ((£ | x) d ) n/d est en general different de (£ | x) d . 

2. Notons que pour tout n, &*(Fq) et e ¥ n {¥ c ^) ont le meme cardinal; par contre, il n'y a pas de bijection 
privilegiee. 
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fixes T F dans un tore T C G qui est laisse stable par l'application de Frobenius F. Un tore T F 
est dit maximal si son rang r est egal a n, et il est dit scinde sur k s'il est deja isomorphe a ¥ 
dans GL(n, k) ; dans le cas contraire, il existe une extension de corps minimale K\k telle que 
se scinde lorsqu'on etend les scalaires 3 a K. Dans G = GL{n,k), un tore est toujours scinde, 
et deux tores maximaux sont toujours conjugues sous Taction de G (cf. [Cheo4]). En revanche, 
deux tores F-stables S et T ne sont pas forcement conjugues dans G sous Taction de G F , et on 
peut montrer que les G F -classes de conjugaison de tores sont parametrees par les F-classes de 
conjugaison du groupe de Weyl 4 W de G, deux elements <x>\ et C02 etant F-conjugues dans W 
s'il existe £ tel que 

On renvoie a [DM91] pour ces questions de rationalite des groupes algebriques definis sur 
un corps fini. Ici, G F admet un tore scinde maximal (a savoir, le sous-groupe diagonal k n ), et 
ceci implique que F agit trivialement sur W = & n . Les F-classes de conjugaison sont done les 
classes usuelles, et les G F -classes de conjugaison de tores maximaux F-stables sont indexees 
par les partitions A 6 Un tore maximal T de type A verifie 

Si Ton considere maintenant les G F -classes de conjugaison de paires (T F , Q avec Z, caractere 
(unidimensionnel) de T F , alors on peut montrer qu'elles sont indexees par les polypartitions 
duales de (Fq ) : les tores dans la classe \ verifient 

T F -GL(«,F,) EI ri M deg0M©)/' 

0eL/<5 i>l 

et modulo ces isomorphismes, les caracteres dans la classe ^ s'ecrivent 

I —GL(n,Wq) 11 Ft I ' )deg0 5\(0); ' 
0GL/0 ;>1 

cf. [Heno3, §1.3]. Dans ce qui suit, nous notons (T x , ^) un tore et un caractere dans la 
GL(n,F ? )-classe de conjugaison \. 

Pour toute polypartition duale \, on peut construire un GL(n,F(j)-module virtuel R x par 
induction a partir du caractere d'un tore T^. Si le tore T est contenu dans un sous-groupe 
de Borel B C G qui est F-stable, il suffit d'utiliser Tinduction parabolique de T F a G F via 
B F ; malheureusement, pour de nombreux couples (T\ le /c-tore sous-jacent n'est contenu 
dans aucun sous-groupe de Borel F-stable. II y a neanmoins une facon de definir Tinduction 
parabolique de T F a G F meme lorsque T n'est pas inclus dans un sous groupe de Borel F- 
stable. Cette methode est due a Deligne et Lusztig (voir [DL76]), et peut etre utilisee des 
que G est un groupe reductif de type Lie et T est un tore maximal F-stable. L'idee est de 
considerer une certaine variete X sur laquelle G F agit a gauche et T F agit a droite. La somme 
alternee H*(X) = E n ^o( — 1)" HcOQ ^es groupes de cohomologie a support compact de cette 
variete de Deligne-Lusztig est un (G F , T F )-bimodule virtuel, et le produit tensoriel au-dessus 

3. II est utile de voir G et T comme des fc-schemas en groupes, e'est-a-dire, des groupes algebriques determines 
par equations polynomiales, et dont on peut considerer les solutions dans k ou dans toute extension de corps de 
k;cf. [DG70]. 

4. On renvoie au chapitre 7 pour un rappel de la definition du groupe de Weyl et des sous-groupes de Borel 
d'un groupe algebrique. 
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6.3. Caracteres de Deligne-Lusztig et caracteres irreductibles. 



de C[T F ] de H"(X) avec un T F -module a gauche produit un G F -module a gauche; nous le 
noterons 

Rf F (V) = H'(X) ® C[TF] V. 

Cette operation constitue l'induction de Deligne-Lusztig, et on retrouve l'induction parabo- 
lique d'Harish-Chandra lorsque T est contenu dans un sous-groupe de Borel F-stable. No- 
tons qu'on peut remplacer T par un sous-groupe de Levi L rationnel, auquel cas l'induction 
de Deligne-Lusztig permet de passer outre l'absence eventuelle de sous-groupe parabolique 
F-stable contenant L. Ceci etant dit, les caracteres de Deligne-Lusztig de GL(n,F ? ), aussi 
appeles caracteres basiques, sont les 

R* = r£(£*); 

ces caracteres virtuels ne dependent du choix de representants (T\£*) dans les classes de 
conjugaison \. 



La description des en termes de fonctions symetriques dans A(Fq) est due a J. A. Green, 
voir [Gre55] ; nous reprendrons les notations de [Mac95, chapitre 4]. Si (p est un polynome 
irreductible sur Fq et si / G A, nous avons deja defini le symbole f{<p) G A(Fq) ; voyons de 
meme comment « evaluer » une fonction symetrique en un element X G M, un caractere £ G L 
ou une orbite G L/0. Comme A est librement engendre par les sommes de puissances, il 
suffit de decrire les specialisations p n (x), Pn(0 e * Vn{®)- Pour x G M, on pose : 



PnO) 



P[n/degm x ]( m x) si X G M n , 

sinon. 



Ainsi, p n (x) est homogene de degre n ou —00, et met seulement en jeu les variables Xs,i avec 
(p = m x polynome minimal de x. Ensuite, si £ G L, on pose : 



Pn(0 



{-V n - l Z^M n {Z\x) n Vn{x) si I G L n , 

sinon. 



La fonction p n (£) est encore de degre n ou —00 dans A(Fq). Finalement, si ® = [^] est une 
orbite dans L/ ©, on pose p n (®) = P[„ degG] (?) ' ^ e choix d'un representant £ de © ne change 
pas la definition. Dans ce contexte, le theoreme 14 de [Gre55] peut etre interprets comme suit : 

Proposition 6.6 (Caracteres de Deligne-Lusztig et fonctions symetriques, [Gre55]). Pour toute 
polypartition duale \, si B l = ch(R l ), alors 

B x = (_l)W-E fcV .We)| n pm (@). 

©6L/0 

Theoreme 6.7 (Caracteres irreductibles de GL(n,¥ q ) et fonctions symetriques, [Gre55]). Les 

caracteres irreductibles de GL(n,F ? ) sont indexees par les polypartitions duales \ G ^*(F ? ), et si 
S x = ch(^), alors 

s x = n %(o)(©)- 

0GL/0 



Par suite, les modules de Deligne-Lusztig (R^ec^F,,) forment une base lineaire du grou- 
pe de Grothendieck Kc(GL(n,Fq)) — plus generalement d'ailleurs, si G F est un groupe re- 
ductif fini de type Lie, alors tout caractere irreductible apparait dans au moins un caractere 
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de Deligne-Lusztig, et deux caracteres irreductibles qui interviennent dans le meme caractere 
de Deligne-Lusztig ont des valeurs identiques en les elements unipotents, ces valeurs etant 
donnees par des polynomes de Green (cf. [LUS76]). Les matrices de transition entre la base des 
caracteres irreductibles et la base de Deligne-Lusztig s'ecrivent : 

e( 9 )BV = £ ( II G M0) (P(©))V 

V0, |X(G)|=|p(G)| \0GL/© / 
V0, |X(0)|=|p(0)| \0GL/<5 Z (P(0) / 

ou e(p) est le signe qui apparait dans la definition de B p , et ou les g A (p) sont les valeurs des 
caracteres des groupes symetriques. Ainsi, la combinatoire des representations irreductibles et 
des representations obtenues par induction de Deligne-Lusztig a partir de tores peut de nou- 
veau etre traitee a partir de fonctions symetriques dans A(F ? ) = ®^, e M/© ^<p = ^©gl/is A© : 
les caractere irreductibles correspondent a des produits de fonctions de Schur, et les caracteres 
de Deligne-Lusztig correspondent a des produits de fonctions puissances. 



Exemple. On considere la polypartition duale p = ([1] : 1"), l designant le caractere trivial 
defini par (1 1 x) = 1 pour tout x et tout n. Elle correspond au tore scinde T F = k n et a son 
caractere trivial C,{x\,. . . ,x n ) = 1. Dans ce cas particulier, la representation induite R" 3 Test 
au sens d'Harish-Chandra, car T F est inclus dans le sous-groupe de Borel rationnel B(n,k) 
constitue des matrices triangulaires superieures. On a done : 

= Ind^ } (l) = C [GL(n, F ? ) /B(n, . 

Autrement dit, R" 3 est simplement l'espace des fonctions sur la variete des drapeaux com- 
plets GL(n,F (? )/B(n / F <; ). Compte tenu des formules de changement de base entre les S 1 et 
les B" 3 , les polypartitions duales qui interviennent dans la decomposition de ce module en 
irreductibles sont celles qui sont supportees par la seule orbite [1] ; notons-les pour simpli- 
fier {[1] : A} = A, et notons U A les modules irreductibles correspondant, appeles modules 
unipotents. Alors : 

C[GL(n,F,)/B(n,F,)] = £ £ A (1")^ A = E ( dimA ) u ^ ■ 

Ainsi, la multiplicity du module unipotent U A est egale a la dimension de la representation 
irreductible de & n indexee par la partition A. Une generalisation importante de ce resultat est 
due a Lusztig ; nous y reviendrons dans le chapitre 9. 



Exemple. L'objet principal des deux chapitres suivants est l'etude de la mesure de Plancherel 
du module C [GL(n, F q )/B(n, ; compte tenu ce qui precede, pour calculer cette mesure de 
probabilite, il suffit de connaitre les degres generiques D\(q), e'est-a-dire les dimensions des 
modules unipotents IT A . II existe en fait une formule generale pour la dimension d'un module 
irreductible V 1 : 

t / » . \ / „ ( a deg@)b(\'(®)) \ 

dimv^= n^'- 1 x n 



88 



6.4- Asymptotique des mesures de Plancherel des groupes lineaires finis. 



On renvoie a [Mac95, chapitre 4, §6] pour une preuve de cette formule ; il s'agit de calculer 
dans A(F (J ) le produit scalaire (S^|P( 1:1 h)), et on utilise en particulier l'identite 



voir [Mac95, chapitre 1, §3, exemples 1 a 5]. Ainsi, la theorie des fonctions symetriques fournit 
une formule des equerres pour dm\\ analogue a celle qui existe pour les representations 
irreductibles des groupes symetriques (cf. §1.4). Dans le cas particulier des modules unipotents 
U A , la formule se specialise en 

D A (^)=dim^ = ^0 

n(y) £ Af (y) -l 

Nous reviendrons en detail sur ce point dans la section 7.1. 



64 Asymptotique des mesures de Plancherel des groupes 
lineaires finis 

Pour conclure ce chapitre, exposons les resultats de A. Dudko et J. Fulman relatifs a 
l'asymptotique de la mesure de Plancherel des representations regulieres des groupes lineaires 
finis GL(n,F (? ). Si \ E ^*{V q ), on vient de voir que 

dm\=mY-i) n ^ (0) (r des ® r 2deg ® •••)■ 

\i=l ) 0GL/C5 

La mesure de Plancherel de GL(n,F (? ) s'ecrit done : 

PI M (dim^) 2 -HiH=H (rj i ,\ T-r ? /.-degG .-2deg0 \ 

PW,)W = cardGL(n/F?) ='? (J3r JeS.^ 
Si c < 1 est un parametre reel, on rappelle l'identite d'Euler : 
1 



00/00 



n~o(i-^- r ) 



EI E (TT* = E E <r^+--+^+--) 

00 / \ 00 / 

E r |A| =£W E'/ 

n=0 V(A)<n / «=0 \A^n 

E p " ( E ^ mi+2m2H — hnm,, ' ) ) = E 

n=0 \mi,...,m n I 



Par consequent, l'expression suivante est une mesure de probability sur l'ensemble des poly- 
diagrammes duaux W*(¥ q ) = |_| neN : 

r=0 i=l 

CO 

= M"n( i -^ r ) n ^ {0) r deg0 ,<r 2des0 , ...)• 

r=0 0GL/(5 
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Pour toute partie A de & n *(F q ), ULii 1 ~ <T i )~ 1 ^gl^f,) [M est le coefficient de v n dans la 
serie n^=o(l ~~ vq~ r )~ l M[A]. Notons C V n la mesure de Schur S de parametres 

a = Or 1 /*? -2 /*? -3 /-- •) et b = {v,vq~ x ,vq~ 2 ,.. .) . 

Pour toute partition A, 

*W A 1 = fftCl-wr'n q 2HA ' )+W vWsl( q -\ q - 2 ,...). 

Fixons des partitions Ai, . . . , A^ arbitraires, et des orbites ©i, ...,©*■ G L/(5. Si A est l'evene- 
ment = Ai, . . . , \(©k) = AjJ, alors d'apres ce qui precede, 

n oo A: 

(=1 r=0 ;'=1 

De plus, si / est une fonction holomorphe de rayon de convergence 1 et de serie de Taylor 
convergente en 1, alors /(l) = lim n _>.oo[f "] f{v) (1 — z?) -1 . Par consequent : 

Theoreme 6.8 (Dudko-Fulman, [Fulo6, Dudo8]). Pour toutes partitions Ay et toutes orbites 0y G 
L/<8, 

k 

lim Pl GL(n/F9) [*(©i) = Ai, . . . , fc(© fc ) = A fc ] = n A ^ g ; [Ay] . 

Ainsi, sous la GL(n,F 1? )-mesure de Plancherel, les coordonnees . .,!(©]<) sont asymp- 

totiquement independantes, et asymptotiquement reparties suivant des mesures de Schur 
dont les parametres ne dependent que des q de & & i. En particulier, si une orbite est fixee, 
alors la partition aleatoire \(©) avec \ repartie suivant la GL(n, F^-mesure de Plancherel 
« reste de taille bornee » lorsque n tend vers l'infini, et une etude asymptotique semblable a 
celle menee dans la premiere partie du memoire n'a pas de sens. 
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Chapitre 7 



Algebres d'lwahori-Hecke et ^-mesure 
de Plancherel 

Dans ce chapitre, nous presentons finalement la q-mesure de Plancherel, et nous expli- 
quons son lien avec la theorie des algebres d'lwahori-Hecke. L'idee initiale est d'etudier la 
mesure de Plancherel d'un module de GL(n, F ? ) obtenu par induction parabolique a partir 
d'un caractere £ d'un tore maximal T, et on s'interesse au cas le plus simple, i.e., T = k n est le 
sous-groupe des matrices diagonales et £ est le caractere trivial t (->• 1. La mesure sous-jacente 
a ete decrite pour la premiere fois par Kerov dans [Ker92], et elle a ete etudiee en detail par E. 
Strahov ([Stro8]) ; dans la section 7.1, nous donnons plusieurs expressions pour cette mesure, 
et nous la relions a un modele combinatoire et a divers processus aleatoires. 

La poissonisee des ^-mesures de Plancherel est de nouveau une mesure de Schur, et les 
noyaux correspondants s'expriment a l'aide de fonctions de Bessel deformees, cf. la proposi- 
tion 7.3. Malheureusement, on ne peut pas comme dans le paragraphe 5.2 en deduire l'asymp- 
totique des ^-mesures de Plancherel, car le comportement a l'infini de ces ^-fonctions de Bessel 
n'est pas connu. 

Pour cette raison, l'etude asymptotique sera menee en utilisant des techniques d'obser- 
vables de diagrammes, voir le chapitre 8. En particulier, nous construirons plus loin une 
quantification de l'algebre G, cf. le paragraphe 8.1. Cette deformation s'inspire de la theo- 
rie des algebres d'Hecke {cf. [Mat99a, Iwa64]) ; nous en rappelons les points principaux dans 
le paragraphe 7.2, et nous rappelons egalement dans la section 7.3 la theorie des caracteres 
de l'algebre d'Hecke de type A, en s'inspirant pour l'essentiel de l'article [Ram9i]. Le point 
important a retenir est le suivant : la formule de Ram 7.7 exprime les caracteres de l'algebre 
Jt?q(&„) en fonction des caracteres du groupe &„, et ceci permettra un changement de base 
dans G et un calcul des esperances des observables sous la ^-mesure de Plancherel. 

7.1 fj-mesures et ^-processus de Plancherel 

Soit n un entier positif, et q la puissance d'un nombre premier ; on s'interesse a la mesure 
de Plancherel du GL(ft,Fg) -module C[GL(n,F (| )/B(n,F 9 )] = R(W :1 "). Le cardinal du groupe 

des matrices triangulaires superieures inversibles est (q — 1)" q~^~^, done 

dimC[GL(n,F,)/B(n,F 9 )] =n^Z^. 

i=i 1 1 
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Dans ce qui suit, nous utiliserons librement les notations des Rentiers (voir [CK02]) : {n} q = 
{q n — l)/(q — 1) pour tout entier n ^ 1, et {n\} q = Ylf=i{i}q- On retrouve les entiers et les 
factorielles usuelles pour q = 1, et dimC[GL(n,F 17 )/B(n / Fg)] = {n\} q . En un certain sens, le 
module que Ton etudie est done une generalisation de l'algebre du groupe symetrique \ 



Nous avons vu dans le chapitre precedent que les composantes irreductibles du module 
C[GL(n,F ? )/B(n,F, 7 )] etaient indexees par les partitions A S W ni et que la multiplicity du 
module unipotent U (q) etait toujours dim A. On conserve cette indexation dans ce chapitre, 
a une conjugaison des diagrammes pres : ainsi, 

bw rnLi<?'-i _ n b M 



dimU^q) = D A (q) = * u=1 ' n - = q 



— par rapport a la formule du chapitre precedent, on a change q b ^ A ' en q b ( A \ Comme 
dim A = dim A', le changement d'indexation est compatible avec la decomposition du mo- 
dule C[GL(n,F (? )/B(n,F ? )]. 

Definition 7.1 (^-mesure de Plancherel). On appelle q-mesure de Plancherel la mesure de probabi- 
lity sur les partitions associee a la decomposition du module C[GL(n,F (? )/B(n, F ? )] en composantes 
unipotentes irreductibles U A (q). Autrement dit, 

dimA x dm\U x {q) _ dim A x D\(q) n\ q h( ^ 

M n „ [A J 



|GL(n / Fq)/B(n, F g )| {n\} q U(i,j)eA Hhj) {h(i,j)} q 

Exemple. Pour n = 4, la ^-mesure de Plancherel a pour valeurs : 

M 4<(? (4) = l/(q 6 + 3q 5 +5q* + 6q 3 + 5q 2 + 3q + l) 
M 4 , g (3,l) = 3q/(q 4 +2q 3 + 2q 2 +2q + l) 



Mac, (2, 2) = 2q l / {f + 3q J + + 3^ + 1 

1 



M A J2, 1, 1) = 3<? 3 / (<? 4 + 2q 3 + 2q 2 + 2q + l) 



M 4/(? (l, 1, 1,1) = q 6 /(q 6 + 3<? 5 + 5<? 4 + 6<? 3 + 5<? 2 + 3q + l) 
On retrouve pour q = 1 les valeurs de la mesure de Plancherel M4 donnees page 35. 

En plus de la ^-formule des equerres, il existe une autre expression de D\(q) due a Steinberg 
(voir [GPoo, theoreme 10.5.2]), et qui a l'avantage de se generaliser au cas du type B, cf. le 
chapitre 9. Si A = (Ai, A2, . . . , A,.), notons A l'ensemble des parts de A + 5, ou 5 est la partition 
en escalier (r — l,r — 2, . . . , 0). Ainsi, 

A = {Ai + r-ij-ieiv] . 
On peut montrer que D^{q) a pour expression : 

n?=i<? ! '-i lW^? fl -<r' 



a 



r{r-l){r-2) 1 T TT« fl ! _ 1 

A 5 llfleAli/=i £ / 1 



D .\(<j) - ,„-,,„■:, 

6 

i ar exemple, u 2 ,i{q) - fl0 fo3 _-n (a i_^ ( a --\\(^-\\(a-\\ - 1 + 1 ■ 



i. On voit done & n comme le groupe lineaire d'un espace vectoriel de dimension n sur le corps a un element. 
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7-i. ^-mesures et ^-processus de Plancherel. 



Dans [Stro8], E. Strahov utilise une troisieme expression de D\(q) pour donner un modele 
combinatoire de la ^-mesure de Plancherel. Si a est une permutation de & n , on appelle des- 
cente de a un entier i S tel que o~(i) > o~(i + 1). Autrement dit, la z'-ieme case du ruban 

standard associe a a est au-dessus de la i + 1-ieme case. L'indice majeur de a est la somme 
de ses descentes ; par exemple, si a = 352614, alors imaj(a') =2 + 4 = 6. D'autre part, si T est 
un tableau standard de taille n, on dit que i est une descente de T si i + 1 est dans une ligne 
strictement au-dessus de la ligne de i dans T. Par exemple, les descentes du tableau standard 



5 






3 


6 




1 


2 


4 



sont 2 et 4. Comme precedemment, l'indice majeur d'un tableau standard est la somme de 
ses descentes. Une recurrence permet de montrer que pour toute permutation cr, l'ensemble 
des descentes de a est aussi l'ensemble des descentes du tableau standard Q(o~) = P(t7 _1 ) qui 
lui est associe par la correspondance RSK, voir [Stacji, volume 2, chapitre 7]. D'autre part, le 
degre generique d'une partition A s'ecrit 

Da(?)= E <? imaj(T) - 

TeStd(A) 

Exemple. Si A = (2,2), les deux tableaux standards de forme A sont 



3 


4 




2 


4 


1 


2 


et 


1 


3 



et ils ont pour indices majeurs 2 et 1 + 3 = 4, d'ou l'identite Dzzifl) = cj 4 + q 2 - 



Enfin, si a est une permutation de taille n et si V{a) est l'ensemble des permutations de 
taille n + 1 obtenues en inserant n + 1 dans le mot de cr, alors la fonction 

t 1 — y imaj(r) — imaj(c) 

est une bijection entre V(a) et [0,n] — plus precisement, si a a d descentes, alors t G V(cr) a 
d ou d + 1 descentes, et la fonction precedente va de d + 1 a n pour les permutations r avec 
d + 1 descentes, et de d a pour les permutations T avec d descentes, etant entendu qu'on liste 
les voisins de a suivant la position de la lettre n + 1 dans leur mot (cf. [Gup78]). Par suite : 

Proposition 7.2 (^-processus de Knuth et ^-mesure de Plancherel). Pour tout entier n, la fonction 

Pn,q ■ 0- H- \ n 

esf une mesure de probability sur &„, et c'est la n-ieme marginale du processus de Knuth deforme 
(^"')jieN defini par les probability de transition 

{oimaj(T)-imaj(i7) . TT/ n 

1 — n— n si t G Via), 
sinon. 



De plus, la mesure image de P„ /(? par la correspondance RSK est la q-mesure de Plancherel M (1/ 
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Demonstration. Comme {k + l} q = 1 + q + q 2 + • • • + q k , la fonction de transition p est bien 
une mesure de probability : 

W, V p(o-,T) = LTGV{a) \ r = l. 

La n-ieme marginale du processus markovien (cr( n )) ne]N associe a ces probabilites de transition 
est evidemment la mesure P„ /1? . De plus, si A est une partition de taille n, alors : 

fl imaj(cr) 

rsk*p m [a] = £ Pn,M= E E -jzrr 

(r:Q(£r)GStd(A) TeStd(A) Q((r)=T >-"-/q 

= Ar E <? imaKT) x card {a\Q(a) = T} 
l n -iq reStd(A) 

_ dim A ^ Jmaj(T) _ dim A x D A (q) _ 

L n -/9 TeStd(A) 

Ainsi, la mesure non uniforme P„ /(? sur les permutations fournit un modele combinatoire de 
la ^-mesure de Plancherel : c'est l'image par la correspondance RSK de cette mesure. □ 



II y a toutefois une difference avec la construction du paragraphe 3.2 : la projection par 
RSK du ^-processus de Knuth n'est plus un processus markovien. En effet, si tel etait le cas, 
alors pour tout tableau standard T de taille n + 1, notant t le tableau T moins la case n + 1, et 
A (o) /*• A (i) , . . \( n + l ) la suite de partitions correspondant au tableau T, on aurait 



p( A (") /A ("+i)> 



P[A((7b) = \(°\...,A((r n+ l) = A(" +1 )] _ ^aj(T)-imaj(t) dimA («+l 



P[A(c7- ) = A(0),...,A((r„) = AW] 



{» + !}< 



dimA(") 



On obtient une contradiction en prenant deux tableaux standards T et V associes aux memes 
formes A^ et \^ n+l \ mais tels que imaj(T) — imaj(i) ^ imaj(r') — imaj(i') ; par exemple, les 
tableaux 



3 






4 




2 


5 




3 


5 


1 


4 


et 


1 


2 



Le modele combinatoire de la ^-mesure de Plancherel ne fournit done pas par correspondance 
RSK une generalisation raisonnable du processus de Plancherel. II existe toutefois une genera- 
lisation markovienne de ce processus, mais on doit la definir directement au niveau du graphe 
Young & '. Ainsi, si Ton pose 



1 



P?(A,A) 



DaO?) 

{|A|}„ D x {q) 





si A /■ A, 
sinon, 



alors on a defini les probabilites de transition d'un processus markovien sur W de lois mar- 
ginales les ^-mesures de Plancherel, et lorsque q tend vers 1, on retrouve le processus de 
Plancherel usuel. On appelle q-processus de Plancherel ces nouveaux processus. Leurs pro- 
babilites de transition p„ s'expriment facilement a l'aide de la ^-formule des equerres : 



p q (A,A)=q h ^- b W 



U(i,i)eA{Hhj)} q YliM X k - X i)q 
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et ils sont done tout aussi aisement programmables que le processus de Plancherel usuel. Des 
exemples numeriques seront proposes au debut du chapitre 8 ; sur la figure 7.1, on a indique 
les degres generiques et les ^-probabilites de transition pour les quatre premiers niveaux du 
graphe de Young. 



□ ° 



= 1 



D = 1 




D = 1 



D = q 











D = 



D = q 5 + q A + q 3 



Figure 7.1 - Degres generiques et ^-probabilites de transition sur les quatre premiers niveaux 
du graphe de Young. 



Notons que les formules pour les probabilites de transition p q et les ^-mesures de Plan- 
cherel M n/ q font sens pour tout parametre q > 0, et pas seulement pour les puissances de 
nombres premiers. De plus, comme 

fe(A) = £ h(i,j) = b(A) + b(A') + |A| 

(v)eA 

pour toute partition A, on voit facilement que l'image de la ^-mesure de Plancherel (resp., du 
(^-processus de Plancherel) par la conjugaison de diagrammes est la ^ _1 -mesure de Plancherel 
(resp., le (^-processus de Plancherel). Cette symetrie permet d'etudier indifferemment les 
^-processus de Plancherel pour q G ]1, +oo[ ou q G ]0, 1[; ainsi, dans le chapitre suivant, nous 
nous concentrerons sur le cas q < 1, meme si le cas le plus naturel d'un point de vue alge- 
brique est q > 1. Notons qu'au niveau des permutations, la symetrie q q^ 1 correspond a la 
multiplication par l'element maximal i 1— > n + 1 — i. 

Dans [Stro8], E. Strahov esquisse une etude asymptotique des ^-mesures de Plancherel 
en remplacant le ^-processus de Plancherel par un analogue differentiel dont une ^-fonction 
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generatrice satisfait une ^-equation de Burgers ; il utilise egalement des ^-observables de dia- 
grammes. Malheureusement, les (^-observables employees dans [Stro8] n'appartiennent pas a 
l'algebre G, et d'ailleurs elles ne specialisent pas en les observables usuelles correspondantes 
lorsque le parametre q tend vers 1. D'autre part, l'etude asymptotique menee par Strahov 
met en jeu des ^-formes limites Ci, q extremement peu explicites (on ne sait pas du tout les 
dessiner...), et qui correspondent a une renormalisation simultanee des diagrammes et du 
parametre q par un facteur yjn ; nous verrons dans le chapitre suivant une forme beaucoup 
plus simple de ces resultats. Enfin, la proposition 8.2.1 de [Stro8] ne donne rien de rigoureux 
concernant l'asymptotique des ^-processus de Plancherel — ou du moins nous ne voyons pas 
comment l'exploiter. 



Pour toutes ces raisons, nous avons ete amene a abandonner l'approche « differentielle » 
dans le probleme de l'asymptotique des ^-mesures de Plancherel. Dans le chapitre 8, nous 
verrons que les observables de diagrammes (usuelles) permettent de resoudre entierement 
le probleme; avant cela, voyons ce qu'il en est de l'approche « determinantale ». Fixons un 
parametre q strictement inferieur a 1. On a vu dans le chapitre precedent que 

-b(A') q h(A)-b(A') JA|+fc(A) 



n ( /,;)6A r m - 1 n ( y)6A 1 - q h w Ua,^ 1 - i h{i ' }) ' 

Par consequent, S\(l — q,q(l — q),q 2 (l — q),. . .) vaut 

U{i,j)ex{Khi)}q ' 

Posons b = (\/0(l — q), v^(l — q)q, v^l — q)q 2 , ■ ■ •) ; cette suite correspond aux parametres 
de Miwa 

, 1 e k/2 (l-q) k 

Mors, sit = (y/9,0,0,...), la mesure de Schur associee aux parametres t et t' est 

5(A) = I (ft ^) x (0% s A (l - q,q(l - q),q 2 (l -q),.. .) 
0l A l dimA x D A (q) 



e A |/\|! {n!} £ 



v(e)(\\\)M W/Cj (X), 



c'est-a-dire que c'est la poissonisee de parametre 6 des ^-mesures de Plancherel. Nous note- 
rons cette mesure Mp(g) „. Lorsque q tend vers 1, les parametres t et t' tendent tous les deux 
vers (V9, 0, 0, . . .), qui est le parametre de la poissonisee de la mesure de Plancherel standard ; 
on a ainsi generalise la construction du paragraphe 5.2. 



Compte tenu du theoreme 4.7, le processus ponctuel T> i ,(Mp^ Cj ) est determinantal ; cal- 
culons son noyau. La fonction / introduite dans le paragraphe 4.2 s'ecrit ici 

/,(*) = exp ( £ t n x n - £ t' n xA = f " b t xA 
\n>l n>\ J \ i J 

= eVdX (ft 1 " " ?)* _1 J = ^ (V^(l " q)x- 1 ;q)oo 
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en utilisant les notations de Pochhammer. Compte tenu des resultats du paragraphe 4.2, la 
fonction generatrice du noyau ^v„{M v{6) q ) es * done 



AJz,w) 



z-w {Ve(l-q)w- 1 ;q) co 
et le ^-calcul permet de developper les symboles de Pochhammer infinis en series entieres 

(fq)^ - y y tL3_ t n ■ — — = y ——— 

voir [CK02]. Ainsi, A q (z,w) est la somme quintuple 

A q ( Z ,w)= £ Kv (k,i)z k w- i = e ( "jr/ u r^ ?(S) zfl """ r " i/2a,w+i/2 - 

les indices r, s, u, i? appartenant a N. 

Fixons deux demi-entiers x et y, et introduisons le parametre n = s+t +"+ p — x+ V+ l _ l 6 
noyau Kx>(x,y) est la restriction de la somme precedente a l'ensemble d'indices {r,s,t,u,v} 
tels que x = s — u — r — 1/2 ety = v — t — r — 1/2. Par consequent, n = r + t + u, et on peut 
ecrire Kx>(x,y) sous la forme : 

g (-!)*+« 0*+^ 9© 



n=0 r+f+ 



^ i=n s! «{«!},{«!}, 



^0 Vr+t+i=n + * + 1/2 - 01 {«!}, {n + y + 1/2 - M !} 



(_1)«0«- 



i (x + n + i)!{y + 

Lorsque q = 1, \a somme sur les indices r^u se reduit par la formule de Vandermonde a 

( x+y + 2n ), et la somme 

g (-1)"^+^ fx + y + 2n 



i (x + n + i)!(y + n + i)! 



est bien le developpement en serie de Ve J "~^ 2 ^ W(2Vfl)/ y - 1/2 (2Vfl) Nog formules 

generalisent done bien celles donnees dans le paragraphe 5.2. Finalement, si Ton introduit les 
deformations de fonctions de Bessel 

ri (z) - f (zlgj® f£V +2n r 2 to - V { ~ ir ( Z -Y +2n 

lr « {] t Q {n\} q r + n\\2) ' {r + n\} q Kl) ' 

alors on obtient une expression semblable a celle donnee page 67 dans le cas q = 1 : 

Proposition 7.3 (Noyau associe a la poissonisee des ^-mesures de Plancherel). Etant donne un 
parametre q < 1, le processus ponctuel ^(Mp^ i9 ) est determinantal, de noyau 

00 

K q (x,y) = E^+n + i/2, ? (2v^)/J +n+1/2 , ? (2v^). 



97 



Chapitre 7. Algebres d'lwahori-Hecke et ^-mesure de Plancherel. 



Demonstration. En developpant en series les deux fonctions de Bessel deformees, on obtient 
une somme triple qui est exactement la deuxieme ligne de la formule donnee precedemment 
pour K-£>(x,y). □ 

L'analogie avec les raisonnements du chapitre 5 s'arrete malheureusement ici, car on 
connait pas l'asymptotique de Kq(x,y) lorsque 9 tend vers l'infini. Les fonctions de Bessel 
deformees que nous avons obtenues sont a notre connaissance inedites ; en particulier, elles 
different sensiblement des constructions usuelles de ^-fonctions de Bessel, voir par exemple 
[Jaco5]. Le noyau Kq(x,y) est a priori non integrable, c'est-a-dire qu'on ne sait pas comme dans 
le cas q = 1 l'ecrire comme combinaison lineaire finie de produits de fonctions f(x)g(y). Et 
meme si c'etait le cas, l'asymptotique des fonctions et Jr„(z) lorsque z tend vers l'infini 

semble difficile a determiner, essentiellement parce qu'il s'agit de sommes alternees. Nous 
devons done egalement rejeter l'approche determinantale ; a posteriori, nous verrons d'ailleurs 
qu'elle avait peu de chances d'aboutir, puisque la simple densite K q (x, x) doit degenerer apres 
renormalisation en une somme de Dirac en les points (1 — q),q(l — q), . . . voir le chapitre 
suivant et le theoreme 8.5. 



7.2 Algebre d'lwahori-Hecke d'un groupe de Chevalley 

Lorsqu'on a etudie la mesure de Plancherel standard a l'aide de l'algebre d'observables 0, 
le point de depart de la preuve etait l'existence d'une base d'observables (Z^)„ 6 ^ telle que 

cf. page 38. Dans la suite de ce chapitre, on cherche une base d'observables (Z M )„ 6 ^ dont 
on peut calculer aussi aisement les esperances, mais cette fois-ci sous les ^-mesures de Plan- 
cherel; ces observables seront a la base de l'etude asymptotique des mesures M n<? . La theorie 
algebrique sous-jacente est celle des algebres d'Hecke, et dans ce contexte, on pourra donner 
plus loin une interpretation de la ^-mesure de Plancherel analogue a celle donnee au debut du 
paragraphe 3.2, c'est-a-dire en termes d'isometries d'espaces de probabilite non commutatifs. 



Les algebres d'lwahori-Hecke peuvent etre etudiees dans le contexte general des groupes 
de Chevalley (cf. [Car92, §1]), c'est-a-dire les groupes algebriques G F definis sur un corps fini 
k — W q , avec G groupe reductif defini sur F». Nous adopterons ce point de vue general; ceci 
nous permettra d'adapter les resultats relatifs au GL(n,F (? )-module C[GL(n / F (? )/B(n,F (? )] 
a d'autres cas, par exemple celui du Sp(2n,F ? ) -module C[Sp(2n,F ? )/BSp(2n / F ? )] / voir le 
chapitre 9. On rappelle qu'un sous-groupe de Borel de G est un sous-groupe algebrique B 
qui est connexe resoluble maximal; tout tore maximal T C G est inclus dans un tel sous- 
groupe, et si N est le normalisateur de T dans G, alors BC\N = TetW = N/T est un groupe 
de Coxeter, c'est-a-dire un groupe engendre par des involutions et qui admet une presentation 
du type 

W = (s G S I Vs G S, s 2 = 1 ; Vs 7^ G S, 3m st G [2, +00J , (sf) msf = (ts) mst = l) , 

voir [GPoo, chapitre 1]. On dit que W est le groupe de Weyl de G ; il ne depend pas du choix 
d'un tore T et d'un sous-groupe de Borel B, car toutes ces paires sont conjuguees dans G. 
L'application de Frobenius F agit sur W, et W F = N F /T F . On parle de groupe de Chevalley 
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non tordu si F agit trivialement sur W (ou, car c'est equivalent, trivialement sur le diagramme 
de Dynkin de G) ; alors, W = N F /T F . Dans ce qui suit, nous supposerons toujours que G est 
un groupe de Chevalley non tordu. Dans ce contexte, le groupe G est muni d'une paire BN, 
ce qui se traduit en particulier par l'existence d'une decomposition de Bruhat, valable sur k 
et sur k : 

G= [_\ BwB ; G F = [_\ B F zvB F . 

ivGW zdGW 

On renvoie a [GPoo, §8.4] et a [Gar97] pour des precisions sur cette terminologie, et a [DM91] 
et [Car92, §1] pour des precisions sur la theorie des groupes finis reductifs de type Lie. 

Suivant [Iwa64], nous appellerons algebre d'lwahori-Hecke d'un groupe de Chevalley G F 
non tordu sur un corps fini F q la sous-algebre de C[G F ] constitute des fonctions qui sont 
bi-B F -invariantes, c'est-a-dire que 

J4?(G F , B f ) =C[B f \G f /B f ], 

le produit des elements de cette algebre etant bien sur le produit de convolution des fonctions. 
Compte tenu de la decomposition de Bruhat, J^(G F , B F ) est engendree lineairement par les 
classes B F wB F , et on peut montrer qu'elle est engendree en tant qu'algebre par les B F sB F , ou 
s S S parcourt les generateurs du groupe de Weyl W. Plus precisement, si 

w = s k s iz ■ ■ -s ir 

est une expression reduite 2 de w, c'est-a-dire une ecriture de w comme produits de genera- 
teurs s G S de longueur minimale, alors 

B F wB F = (B F s h B F ) (B F Sj 2 B F ) ■ ■ ■ (B F s ir B F ) , 

voir le theoreme 3.2 de [Iwa64]. 



Exemple. Si G F = GL(n,¥ q ), on peut prendre pour sous-groupe de Borel le groupe B F = 
B(n, F^) constitue des matrices triangulares superieures, et pour tore maximal le sous-groupe 
diagonal T F = (Fq) n . Le normalisateur N F est le sous-groupe des matrices monomiales, i.e., 
celles qui ont exactement un coefficient non nul sur chaque ligne et sur chaque colonne. Le 
groupe de Weyl W = N F /T F s'identifie done au groupe symetrique &„, et vu comme groupe 
de Coxeter, ce dernier admet pour presentation 



6, 



S\, . . . , s n — 1 



Mi, (s,) 2 =l 



ou les Sj sont les transpositions elementaires + 1). Les relations autres que (s ; ) 2 = 1 sont 
appelees relations de tresse ; elles correspondent aux operations sur les tresses representees 
sur la figure 7.2. 



On doit a N. Iwahori une presentation explicite de l'algebre J%?(G F , B F ) en termes des 
generateurs T s = B F sB F , ou s parcourt un ensemble d'involutions S engendrant le groupe de 

2. On dit dans ce cas que r est la longueur de Felement w, ce qu'on note r = t(w). 
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i i + 1 j 7 + 1 i i+1 j + l 

j z + 1 i + 2 j i + 1 i + 2 

Figure 7.2 - Relations de tresse entre les generateurs s, du groupe symetrique &„. 



Weyl W, c/ [Iwa64]. Ainsi, si W = (S) admet pour presentation les relations quadratiques 
s 2 = 1 et les relations de tresse 

Vs, t, ststst ■ ■ ■ = tststs -j- , 

m s t termes m s t termes 

alors les relations entre les T s sont donnees par le theoreme suivant : 

Theoreme 7.4 (Iwahori-Hecke, [Iwa64]). L'algebre d'lwahori-Hecke J$?(G F ,B F ) admet pour pre- 
sentation : 

Vs, (T s ) 2 = (q-l)T s + q 
\/s,t, T s T t T s T t • • • = T t T s T t T s ■ ■ ■ 

m s t termes m s t termes 

Autrement dit, J4?(G F , B F ) a les memes relations de tresse que l'algebre de groupe CW, et les relations 
quadratiques (s — l)(s + 1) =0 sont deformees en (T s — q)(T s + 1) = 0. 



Plus generalement, un groupe de Coxeter (W,S) etant fixe, nous appellerons algebre 
d'Hecke generique de W la C(^)-algebre engendree par des symboles T s verifiant les relations 
de tresse du groupe et les relations quadratiques (T s — q) (T s + 1) =0. Cette C(^)-algebre sera 
notee Jif (W) ; elle admet pour C((?)-base lineaire les 

Tw = T a . T s . • • ■ T s . ( , 

ou w parcourt W et w = s ;i s !2 • • • s !r est une expression reduite — le choix d'une expression 
reduite ne change pas T w en vertu du theoreme de Matsumoto, voir [GPoo, §1.2]. Pour toute 
specialisation du parametre q differente de q = 0, on peut montrer que la C-algebre specialisee 
J^q(W) est semi-simple si et seulement si le polynome de Poincare 

W(q) = £ q eM 

ne s'annule pas, voir [GPoo, chapitre 7] et [Gyo95] — c'est le theoreme de Gyoja-Uno. 
L'algebre generique Jf? (W) est egalement semi-simple, et dans le cas semi-simple, l'algebre 
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d'Hecke a les memes representations irreductibles que l'algebre de groupe CW, et avec les 
memes multiplicites, voir [GPoo, theoremes 7.4.6 et 8.1.7]. 

Exemple. L'algebre d'Hecke de type A, c'est-a-dire l'algebre d'Hecke du groupe symetrique, 
est semi-simple si et seulement si 

w(?)= E 

Or, dans l'algebre du groupe symetrique, la somme de toutes les permutations admet pour 
factorisation : 

E £T = (1 + S n _i + Sn-lSn-l H h Si • ■ • S M _ 2 S„-l) • • ■ (1 + S 2 + SiS 2 ) (1 + Si) 

£T66„ 

En effet, les termes du premier facteur du terme a droite sont les cycles (n), (n,n — 1), . . . et 
toute permutation de &„ s'ecrit de maniere unique 

a = (n,n — l,.. .,a~ l (n)) o r 

ou t est une permutation de & n -\. L'identite est done vraie par recurrence sur n, et de plus, 
cette factorisation des permutations ne donne que des expressions reduites. En specialisant 
l'algebre du groupe symetrique par la regie s,- i— > q, on obtient done : 

W(?)= E cjW = (l + q + --- + f- 1 )--- (l + q + q*){l + q ) = {n\} q 

L'algebre d'Hecke du groupe symetrique est done semi-simple si et seulement si q ^ n'est 
pas une racine de l'unite d'ordre 2 ^ i n. Et dans ce cas, les modules irreductibles V A ( q ) sur 
Ji?q(&„) sont indexes par les partitions A S et ils ont pour dimensions et multiplicites les 
dimensions usuelles dim A. En particulier, pour cj reel strictement positif, J^(6 n ) est toujours 
une algebre semi-simple qui a la meme theorie des representations que C©„. 

Expliquons maintenant le lien entre ces algebres d'Hecke et la mesure de Plancherel du 
module des fonctions sur la variete de drapeaux G F /B F , ou G F est toujours un groupe de 
Chevalley non tordu sur F ? . On note V = C[G F / B F ], et on considere une application lineaire 
u G End(y) qui commute avec Taction de G F . Comme G F agit transitivement sur la variete de 
drapeaux, u est entierement determinee par la valeur de u(B F ), et nous noterons cette valeur 

"(e*)= Lhs- 

\beB F J g£G F 

L'image u(B ) est dans C[G F / B F ], done h est B F -invariante a droite. De plus, bB F = B F pour 
tout b dans B F , done h est aussi B F -invariante a gauche. Par consequent, le commutant de 
Taction de CG F sur la variete de drapeaux est 

End Gf (<C[G F /B F ]) =C[B F \G F /B F ] = J$f(G F , B F ) = J%(W) , 

c'est-a-dire que e'est l'algebre d'Hecke du groupe de Weyl W. On peut done considerer 
C[G F /B F ] comme un (CG F , J^(W))-bimodule, et la theorie du bicommutant de Schur-Weyl 



101 



Chapitre 7. Algebres d'lwahori-Hecke et ^-mesure de Plancherel. 



(voir le paragraphe 9.4) s'applique. Ainsi, en tant que bimodule, on a la decomposition sui- 
vante en produits tensoriels d'irreductibles : 

GFrx {C[G F /B F ]}^ (w) = £ U\q)® c V\q). 

AeW 

ou les U (q) sont les classes d'isomorphisme de modules intervenant dans la decomposition 
de C[G F /B F ] en G F -modules irreductibles (les modules unipotents), et ou les V A (q) sont les 
classes d'isomorphisme de modules irreductibles sur Jt? q (W). En particulier, pour G = GL(n) : 

GL(«^{C[GL(«,F ? )/B(n,F,)]}^ = £ ll\q) ® c V\q) . 



Soit t la restriction de la trace normalisee de Endc (C [G F / B F ] ) a l'algebre d'lwahori-Hecke 
End GF (C [G F /B F ]) = J%(W). Sur la base {T w ) wGW de l'algebre d'Hecke, cette trace vaut 

T(T W ) = l( w=ew ) , 

et la trace d'un produit t(T w T' w ) vaut si vow' ^ e w , et q^ w > si ww' = e w . On peut done 
considerer cette trace quelque soit la valeur du parametre q, meme si ce n'est pas la puissance 
d'un nombre premier; et l'algebre d'Hecke (complexe) J^(W) a done une structure naturelle 
d'espace de probabilite non commutatif 3 . Pour cette structure, la base duale de la base « ca- 
nonique » (T w ) we w es t (^ w 'T w -i) we w- Ceci etant, etant donnee une mesure de probabilite P 
sur W, on peut comme dans le chapitre 3 lui associer une structure d'espace de probabilite 
non commutatif en considerant la trace normalisee 

Tp = p( A ) tryA((?) 

Aew 

sur l'algebre AGl ^End(y A (^)). Alors, la transformee de Fourier abstraite 

Jt? q (W) End(V A fa)) 

AeW 

est une isometrie d'espaces de probabilite non commutatifs si et seulement si Ton prend pour 
P la ^-mesure de Plancherel 

(dimU A (^)) x (dimV A ) 



P(A) 



card G F / B F 



en particulier, P = M )3/(7 si G F = GL(n,F<,). Autrement dit : 

Proposition 7.5 (Decomposition de la trace de l'algebre d'Hecke dans la base des ^-caracteres). 

Dans la base {x A { a ))\ e w des caracieres normalises des modules irreductibles (V A (q)) x ^, la trace 
canonique r de l'algebre d'Hecke J^fJW) admet pour decomposition 

Dxjq) xdimA A 
T ~ L-L W(q) X [q) ' 

AGW V7y 

Cette decomposition reste valable pour tout parametre q ^ tel que W(q) ^ 0. 

Compte tenu de cette proposition, il est naturel de prendre pour analogues des observables 
des versions renormalisees Z M des ^-caracteres X A {l) de l'algebre d'Hecke Mq(&„). Le 
prochain paragraphe est consacre a l'etude approfondie de ces ^-caracteres. 



3. Notons que t est une quantification de la trace usuelle de CW associee a la representation reguliere gauche. 
Si W est le groupe symetrique, il existe en realite deux quantifications possibles de t, voir [RR97, §6] ; mais celle 
que nous presentons est la seule interessante dans le contexte des groupes lineaires finis GL(w,F,|). 
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7.3 Caracteres des algebres d'Hecke de type A 

Dans cette section, q est un parametre complexe non nul et qui n'est pas une racine non 
triviale de l'unite, de sorte que J^(& n ) est une algebre semi-simple abstraitement isomorphe 
a l'algebre de groupe C<5„. Si \i = . . . ,}i r ) est une partition de taille n, on note cfy la 
permutation standard de type \i, c'est-a-dire que 

a }l = (1,2,..., nx) (ji-i + l,...,^ + ^ 2 ) • • • (j"H 1" ¥r-x + !/• * * ,n) 

= (S1S2 " • • S^_x) (s^+i • • • S^ 1+/<2 _i) • • • (s^j-i hf/ r -i+l ' ' ' s n-l) • 

C'est une permutation de longueur minimale dans la classe de conjugaison C f , ; on note T fl 
l'element correspondant dans l'algebre d'Hecke Jfq(& n ). La table des caracteres de l'algebre 
d'Hecke est la matrice (x A (q,T }l ) = x X {q,y))\,)i£9 H - A priori, il n'est pas clair que cette table 
des caracteres determine entierement les caracteres de J^(<5„). En effet, si deux permutations 
a et t sont conjuguees dans & n ,^ n'est pas vrai en general que les elements T a et T T soient 
conjugues dans l'algebre J^q(& n ), et etant donnee une fonction cp telle que 

Va,b e Jtqi&n), <p{ab) = (p(ba) , 

on peut avoir <p{T a ) 7^ (p{T T ). Ainsi, T a et T T ne sont pas forcement congrus modulo le sous- 
espace [J^(@ n ),^ (©„)]. 

Exemple. Pour tout entier n ^ 2, l'algebre d'Hecke J4?J& n ) a exactement deux caracteres 
irreductibles de dimension 1 : le caractere signature T a >—> (—l)^ a \ et le caractere d'indice 
Ta h4 q^ a \ Pour n = 3, les transpositions (1,2) et (1,3) sont evidemment conjuguees dans 
©3, mais la premiere a pour longueur 1, et la seconde a pour longueur 3. Par consequent, si x 
est le caractere d'indice, alors 

X(T(i,2)) =q T^q 3 = X(T(1,3))- 



Neanmoins, si a et t sont des permutations fortement conjuguees, c'est-a-dire qu'il existe 
une suite de permutations cr = ctq, (T\, . . . , cr r = r telle que 



V7, 3x e & n , 



X(Tj = 0~i + %X et i(x(Ti) = l(x) +£((Ti) 

ou o~i% = xa i+ i et £(c^x) = £(o~i) + £(x) , 



alors TV et T T sont conjugues dans Mq(&„), et ils sont done congrus modulo [J^(& n ), Mq(&„)] 
dans Jt?q(& n ). Par suite, ils ont la meme image par tout caractere X^itf)- En particulier, si a est 
un element de longueur minimale dans une classe de conjugaison C^, alors on peut montrer 
qu'il est fortement conjugue a cfy (voir [GPoo, theoreme 3.2.9]), et on a done 

pour tout caractere irreductible. Maintenant, si a n'est pas de longueur minimale dans sa 
classe de conjugaison, alors il existe un algorithme qui donne une Zf^-combinaison lineaire 

t minimal dans sa 
classe de conjugaison 

congrue a T a modulo [j^J& n ),J^(& n )], voir [GPoo, §8.2] et [Ram9i, theoreme 5.1]. Les va- 
leurs x A (tj, }i) determinent done bien les caracteres de l'algebre d'lwahori-Hecke J^(&„). 



103 



Chapitre 7. Algebres d'lwahori-Hecke et ^-mesure de Plancherel. 



Dans ce qui suit, nous utiliserons egalement les notations g A (q,p), qui correspondent aux 
caracteres non normalises; ainsi, c, A (q,u) = (dim A) x A {tf, u )- Notons que tous ces resultats 
restent valables pour l'algebre d'Hecke de n'importe quel groupe de Coxeter fini : la table 
des caracteres de l'algebre est toujours doublement indexee par les classes de conjugaison du 
groupe W. 



Ceci etant, le calcul explicite de la table des caracteres {c, A (q, fi))\,ue% de l'algebre d'Hecke 
du groupe symetrique peut etre mene comme dans la section 1.5, c'est-a-dire a l'aide d'une 
formule de Frobenius dans l'algebre A des fonctions symetriques. Ainsi, dans [Ramcji], A. 
Ram utilise la dualite de Schur-Weyl 4 sur (C N )®" entre le groupe quantique U q (gl(N,C)) et 
l'algebre d'Hecke Jif q (&„) pour calculer les caracteres g (q, p), et il les relie aux polynomes 
de Hall-Littlewood modifies (voir [RRW96] pour les proprietes de ces polynomes) : 



%{X,q) 



h(X(q-l)) 



Ici, X est un alphabet et q est une variable ; X(q — 1) est done la difference d'alphabets qX — X. 
Comme h k = s/ c , par la formule de Frobenius, 



h(x)= EM^PO 



q k (X,q) = — ZW-Wz^p^X) 

1 iie&j, 



ou qf — 1 = Yfi=i — 1. Si ^ = (f/i, . . . ,ji r ) est une partition, notons q ¥ (X, q) = YYi=\ a m {X, q)- 
D'apres ce qui precede, q fl (X,l) = p^(X) pour toute partition p. 

Theoreme 7.6 (^-formule de Frobenius, [Ram9i]). La valeur du q-caractere non normalise g A (q, u) 
est c, x (q,p) = (s A J q^iq))- Ainsi, pour toute partition u G & , 

^{X,q)= £ S A (q,u)s A (X). 



^(61) 


(1) 


(1) 


1 



^(62) 


(2) 


(1/1) 


(2) 




1 


(1/1) 


-1 


1 



^(©3) 


(3) 


(2,1) 


(1,1,1) 


(3) 




<7 


1 


(2,1) 


-9 


q-1 


2 


(1,1,1) 


1 


-1 


1 





(4) 


(3,1) 


(2,2) 


(2,1,1) 


(1,1,1,1) 


(4) 




<? 2 




1 


1 


(3,1) 




q l -q 


q 2 -2q 


2q-l 


3 


(2,2) 





-1 


q l + l 


q-1 


2 


(2,1,1) 


1 


-q + 1 


-2q + l 


q-2 


3 


(1,1,1,1) 


-1 


1 


1 


-1 


1 



Figure 7.3 - Tables des caracteres des algebres d'Hecke J4? q (& n ) pour n ^ 4. 



4. Nous donnerons un bref apercu de cette theorie dans la section 9.4. 
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7-3- Caracteres des algebres d'Hecke de type A. 



Cette formule a de nombreuses consequences; en particulier, elle implique une ^-regle 
de Murnaghan-Nakayama qui generalise celle donnee par le theoreme 1.6, et qui permet un 
calcul recursif de tous les (^-caracteres, voir la figure 7.3. Ainsi, si u = . . . ,}i m ), alors 
g A (q,}i) est egala 

e n f (<? - ^^^Avo- 1 ii (-i)'M-i ^m- 1 ) , 

0=A o cA 1 c---cA„,=A ;'=1 y v j/k c\j\Xj-i J 

la somme etant effectuee sur les suites de partitions telles que chaque Ay \ Ay_i soit un ruban 
de poids Uj avec cc(Ay \ Ay_i) composantes connexes V;^, chaque composante connexe ayant 
r(v,- ; fc) lignes et c(vjj ( ) colonnes — par rapport a la formule usuelle, notons qu'on autorise ici 
des rubans eventuellement non connexes. On retrouve bien le theoreme 1.6 en specialisant 
la formule en q = 1. On renvoie a [RR97, §2] pour une preuve de cette ^-formule; l'article 
[HR96] traite egalement le cas des algebres d'Hecke des groupes de Coxeter de type B et D, 
mais nous y reviendrons dans le chapitre 9. 



Exposons finalement la formule de Ram (cf. [Ram9i, theoreme 5.4]), qui relie les ^-caracte- 
res de l'algebre d'Hecke J4? q (&„) aux caracteres usuels du groupe symetrique & n . D'apres la 
(^-formule de Frobenius, g A (q,}i) est egal a 

(q F (X r q) I s A (X)> = - \ f(u) (h F (X(q - 1)) | s A (X) 

E 



1 


to 


- \yu<) 




1 


to 


- lyw 




1 




- iyw 





p v ) {p v (X(q-l))\ 


sa(X)> 


{Vv\ 


Pv) 



E ~ ( h F I Vv) (Pv I S A ) 



et dans la derniere expression, les produits scalaires (p v | s A ) sont les caracteres usuels c, A (v). 
Ainsi : 

Proposition 7.7 (Formule de Ram, [Ram9i]). Pour toute partition A, les valeurs du q-caractere 
irreductible g A (q) s'expriment enfonction de celles du caractere non deforme £ A : 

Nu, {q-l)^\\q,u)= E^#|(^-l)e A W- 

Si & n est muni de l'ordre lexicographique inverse, alors cette « formule de changement de 
base » entre ^-caracteres de J^(S n ) et caracteres de &„ est triangulaire : en effet, (h^ | p v ) = 
si v -< ji. On peut done inverser la formule, et exprimer les caracteres en fonction des q- 
caracteres ( !). Ainsi, comme (m^)^^ est la base duale de (/z /( )^ G ^ pour le produit scalaire 
canonique sur l'algebre A, et comme (p^)^^^ es * une base orthogonale, on peut ecrire : 

(/-i)g^^) = eMtt(/-i)c a (p) 

p \Vp I Vp) 



p.y 





Vp) 


(PP\ 


Vp) 



E<P.I^>)-He((/-i)e A (p) 



= E OVK) {q-l)^\\q,v) 
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Cette reecriture de la formule de Ram est quelque peu etrange, puisqu'on exprime maintenant 
les caracteres du groupe symetrique en fonction d'objets beaucoup plus complexes, a savoir 
les caracteres de l'algebre d'lwahori-Hecke. C'est neanmoins cette forme de la proposition 7.7 
qui va permettre le calcul des esperances M« JZp] des observables de diagrammes sous les 
^-mesures de Plancherel. 
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Chapitre 8 

Asymptotique de la ^-mesure de 
Plancherel 

Dans tout ce chapitre 1 , q est un parametre reel compris strictement entre et 1, et on 
s'interesse : 

- a la forme limite des partitions aleatoires A tirees suivant les ^-mesures de Plancherel 

- et a la distribution des observables de diagrammes vues comme variables aleatoires, en 
particulier les ^-caracteres de l'algebre d'Hecke J4? q (& n ). 

Comme M„ /I? (A) = M n „-x{\'), nos resultats auront des analogues immediats pour les parti- 
tions tirees suivant les ^-mesures de Plancherel de parametre q > 1. 



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Figure 8.1 - Diagramme de Young aleatoire tire suivant la ^-mesure de Plancherel de para- 
metres q = 1/2, n = 200. Les parts de A sont (101,51,28,8,7,3,1,1). 



La figure 8.1 presente un diagramme de Young de taille 200 tire suivant la mesure de 
Plancherel de parametre q = 1/2. Sur cet exemple (obtenu a l'aide du logiciel sage), les 
premieres lignes du diagramme suivent presque une progression geometrique de parametre 
1/2 : 101 ~ 200/2, 51 ~ 200/4, 28 ~ 200/8, etc. Ce resultat sera confirme par le theoreme 8.5, 
et nous etudierons egalement la deviation des lignes par rapport a la progression geometrique 
attendue; cette deviation est asymptotiquement gaussienne, voir les theoremes 8.7 et 8.15. 
Comme dans le chapitre 3, l'outil essentiel sera l'algebre des observables de diagrammes , 
et nous commencerons en presentant une quantification de cette algebre correspondant a la 
deformation des algebres de groupes CS n en algebres d'Hecke J^(& n ) (§8.1). La plupart des 
resultats de ce chapitre ont ete obtenus en collaboration avec V. Feray. 



1. Sauf a la toute fin de la section 8.3, apres la demonstration du theoreme 8.7, lorsqu'on evoquera des resultats 
de Borodin relatifs a la forme de Jordan des matrices triangulaires unipotentes a coefficients dans F ? ; dans ce 
court paragraphe, q sera bien sur une puissance d'un nombre premier. 
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8.1 Quantification de l'algebre des observables 

Dans cette section, nous utiliserons librement les formules de changement de base entre 
les bases de fonctions symetriques (h p ) pe gr, {e p ) pe ^ et (p p ) p ^- Ainsi : 

ou e p = (— La premiere relation est simplement la formule de Frobenius pour s n = 
h n , etant entendu que la representation irreductible de & n associee a la partition ligne (n) est 
la representation triviale de dimension 1. La seconde formule de changement de base s'en 
deduit en utilisant l'antipode de l'algebre de Hopf A. 



Compte tenu des calculs presentes dans la section 7.3, les ^-analogues naturels des obser- 



vables sont les 







si n = |A| ^ 
sinon. 



Notons qu'il n'est pas possible d'interpreter E^ „ directement comme element de l'algebre 
des permutations partielles, ou meme comme element d'une quantification de cette algebre 
(une telle quantification sera presentee dans le chapitre 12). Si n = |A| = \n\, alors d'apres la 
formule de Ram 7.7, 



(q - Z M (A) = n\(q- 1)*M X \q, = n\ £ 



( h H I Vv) 



I'G 



% (Pv I Vv) 



W-i)x\y) 



E 





Pv) 


{pv 


Pv) 



W-l)E v {\). 



L'identite reste trivialement vraie si |A| < Maintenant, si k = < |A| = n, alors les 



produits scalaires (h uln 



l {lUl"- k 



Pv 



h (pi, 



\n—k 



E 



p v Js ecrivent : 

pv)= E 

Z nU in-k 



Pn(pi) n - k 



■ 1 



(v=nUl n - k ) 



Zy 



(v=v k UV'- k ) 



E 



n t &% v ...,n m e& pm ^ 
Done, si k = < |A| = n, alors : 

(q - 1) £ W Z M (A) = n# (q - l) e W ¥ U l""*) 

Pv 



~ 1 (f/c=7T) ~ ~ \v=V k Ul»- k ) ( h H I Pv k ) 



(</-i) K -\k 



(^-1)A» 



( h f I P 



{h I Pv) 



ve&k {P y I Vv) 



W-\)E V {K). 



On deduit de ces calculs le resultat important suivant 
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Theoreme 8.1 (Quantification de l'algebre 6, [FM10]). Pour toute partition u et tout parametre 
q > 0, lafonction Eu,a sst une observable de diagrammes. Lafamille (Epn)ue& es t une b ase Uneaire de 
ff, et elle constitue une quantification de la base des caracteres centraux. Les formules de changement 
de base sont : 

W-l)Z ¥ = £ (m v \p }l ) (q-l)^E Kq 
oil k = \u\. En particulier, deg£ M = \ 



La nouvelle base d'observables (Z fM? )^ e ^- est particulierement adaptee a l'etude des q- 
mesures de Plancherel, puisqu'on peut calculer sans mal M B;? [I H ], En effet, pour toute par- 
tition ]i de taille k inferieure a n, on peut ecrire compte tenu de la proposition 7.5 : 

M n , q [L M ] = n± k £ M M (A) X \q,u U \ n ~ k ) = n± k x(T^ k ) = n% l=lt) . 

Le resultat reste vrai si k > n, car n^ k est dans ce cas nul. En utilisant le theoreme 8.1, on peut 
ensuite calculer les esperances des caracteres centraux sous la ^-mesure de Plancherel : 

Proposition 8.2 (Esperance des caracteres centraux sous la ^-mesure de Plancherel). Pour toute 
partition p., 

Demonstration. On developpe Ep dans la base des ^-observables E V/Cj : 
M„ t q [Eji] = — ^ £ (m v \p v )(q- l) e ^ M n , q [E M ] 



car m X k = = X^ e ^ ~r^- Le signe permet ensuite d'ecrire le numerateur et le denomina- 
teur comme produits de termes positifs. □ 



Lemme 8.3 (Ordre de grandeur des esperances d'observables de diagrammes). L 'esperance 
E[X] d'une observable de diagrammes X sous la q-mesure de Plancherel M. n „ est un 0(n degX ), et 
cette estimation est optimale, au sens suivant : pour toute observable X, il existe une fraction rationnelle 
X(q) dont les poles sont des racines de V unite, et telle que 

E[X] = X{q) n de s x + 0(n de s x - 1 ) . 

Demonstration. D'apres la proposition 8.2, le resultat est vrai si X = Eu est un caractere central, 
avec E }l (q) = (1 — q)^ / (1 — qf). Maintenant, si X est une observable quelconque, decompo- 
sons X dans la base des caracteres centraux : 

X = £ C H £p avec les C H E C - 

I^KdegX 
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En passant a l'esperance et en utilisant l'estimation precedente, on obtient : 

E[X] = [ £ c ¥ y J ndegX + (" de8X_1 ) = x (<?) " degX + 0(n de s x - 1 ) . 



>|=degX 



Notons que la somme entre parentheses peut etre une fraction rationnelle nulle, meme si X 
est une observable non nulle ; en effet, les series formelles 



1-q' 1-q 2 ''"' l-q m "" 
ne sont pas algebriquement independantes sur C. □ 



En fait, pour toute famille (P n )«eN de mesures de probabilite sur les partitions, l'esperance 
sous P„ d'une observable de degre X est un 0(n de § x ), car ceci est vrai pour les observables 



\UvA\ < E P "( A ) 



t{jl) 

Y\ Vn [A-{-B)) 

i=l 



< E P nW (UP^ A + B ) 

Ae% \i=l 



< e w npi(^+ B ) w = e 

Ae% \i=l / Ae% 



Le lemme 8.3 assure que dans le cas des ^-mesures de Plancherel, cette estimation est « ge- 
neriquement » optimale. Dans l'etude asymptotique des observables de diagrammes, ceci 
permettra de remplacer une observable par une autre observable de meme composante de 
plus haut degre. 



Theoreme 8.4 (Convergence en probabilite des observables sous les ^-mesures de Plancherel, 
[FM10]). Si — >M. n designe la convergence en probabilite sous les q-mesures de Plancherel, alors 



p„(A) ^ (l-q)M . L pi (\) (l-q)M _ Z M (A) 



nm >Mn « \-cf ; nM ^ M "'' \-<f ' nM ""^ W 

pour toute partition u. 

Demonstration. On renvoie a [B1I69, §1.3] pour des precisions sur la notion de convergence 
en probabilite ; pour des variables aleatoires reelles, cette notion est compatible avec la plu- 
part des operations usuelles sur les variables aleatoires, par exemple l'addition de variables. 
Ceci etant, comme la composante homogene de plus haut degre de est p f „ il existe une 
observable X de degre inferieur a | u \ — 1 telle que p^ = Eu + X. Alors, en vertu du lemme 8.3, 

M n , q [p }l ] = M n , q [Z }t ] +M M [X] = n^\ { \~_ q) ^ 1 +0(nM- 1 ), 

et comme n^M = + 0(nM _1 ), on en deduit : 

^#l=( 1 -"»"" +0 (»-'). 

n M l-qf V ' 
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Comme cette formule est multiplicative en ji, l'inegalite de Bienayme-Chebyshev implique 
alors la convergence en probabilite de pp(\)/nW vers (1 — q)M / (1 — q^) : 



P 



1) 



\H\ 



nM 



e 



<4e 



>y(A) 

nM 1-^ 



'M M [/W (1 - g )M M M [ P/< ] (1 - ^ 



1 -qf 



nM 



< 1 o(«- 1 ) ->0. 



en utilisant a la derniere ligne les estimations de M n/ q[py] et M^fp^y^]. La convergence en 
probabilite des moments de Frobenius est done etablie. Pour les caracteres centraux, on utilise 
la factorisation en plus haut degre 



observable X de degre au plus egal a 2 1 \i \ — 1 , 



voir le paragraphe 2.3. Alors, en utilisant de nouveau l'inegalite de Bienayme-Chebyshev : 

21 



P 



nM 



f I 



1 ^m m [(i:,) 2 ] ri-^M m m [z,] 



q) 2 M 



nM 



Ayx] 

e 2 n 2 M 



O^ 1 ) ->0. 



Enfin, pour les ^-caracteres, chaque X^,, s'exprime comme combinaison lineaire d'un nombre 
fini de variables aleatoires L V/ et ces dernieres convergent toutes en probabilite apres renor- 
malisation. La variable g(A)/nM converge done egalement en probabilite, et sa limite est 



1 y ( h H 1 Vv) 



W-De v ^^- = (q-l)M-^(h p 



E 



= (? _ 1} M-W (h ¥ I 6k} = {cj _ 1} M-W ( fcjj I mik ) = lji=lk 
car (h F ) p ^ est la base duale de (m f( ) f(e ^. 



□ 



La derniere partie du theoreme 8.4 peut etre interpreted comme suit : si X A (<?) es t un 
^-caractere (normalise) tire aleatoirement suivant la ^-mesure de Plancherel, et si T a est un 
element d'une algebre d'Hecke J^(& n ), alors 

X A (q,To-) ->m m r(T a ), 

ou r designe la trace canonique des algebres d'Hecke — les traces des algebres Jt? q (& n ) et 
J^(Sm^jj) sont compatibles avec les plongements canoniques J^ q (&„) — > J^(&n), done les 
notations T a et T ne font pas ambiguite. On observe done un phenomene de concentration 
des ^-caracteres autour de la trace, et nous verrons dans la section 8.4 que cette concentration 
est gaussienne, ce qui constitue un ^-analogue de la premiere partie du theoreme 3.4. 
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8.2 Loi des grands nombres pour les premieres parts 

Le comportement asymptotique des observables de diagrammes ayant ete precise, nous 
sommes firtalement prets pour demontrer : 

Theoreme 8.5 (Loi des grands nombres pour la (/-mesure de Plancherel, [FM10]). Soit q un 
parametre reel positif strictement inferieur a 1, et A = ( Ai ^ A2 ^ • • • ) un diagramme de Young de 
taille n tire aleatoirement sous la q-mesure de Plancherel M„ iq . Pour tout i ^ 1, 

V ^ (! " 1) ^ ■ 



On peut donner deux preuves distinctes de ce resultat : l'une est tout a fait elementaire et met 
en jeu une mesure aleatoire discrete sur R, et l'autre decoule de la theorie des representations 
de l'algebre d'Hecke infinie (cf. [KV07, Oko97a, Oko97b]) et du theoreme de Kerov 4.2. Avant 
de presenter ces deux approches, donnons un corollaire important de la proposition 8.5 : 

Corollaire 8.6 (Longueur du plus long sous-mot croissant d'une permutation obtenue par 
le (/-processus de Knuth). Soit o~ n une permutation aleatoire de taille n tiree suivant la mesure de 
probabilite 

-jimaj(cr) 

La longueur L(c„) d'un plus long sous-mot croissant de o~ n a pour asymptotique 

L (°-n) 1 _ 
n F "' q H ' 

En effet, ceci est une consequence immediate de la proposition 7.2 et des proprietes de la 
correspondance RSK. 



Premiere demonstration de la loi des grands nombres. Pour commencer, remarquons que la limite 
de pk(A.)/n k sous la (/-mesure de Plancherel s'ecrit 

^ = D(i-<?)<rT. 
1 1 i=i 

Si A est un diagramme de Young de coordonnees de Frobenius e * de taille n, 

notons X\ la mesure de probabilite : 

A A - 2^ — — \(X)/n + U d -h(\)/n ■ 

i=l i—1 

Le A;-ieme moment de X^ est exactement Pk+\ (A) / n k+1 ; d'apres le theoreme 8.4, tous les 
moments de X% convergent done en probabilite vers ceux de la mesure 

i=l 

Dans ce qui suit, on considere X^ comme une variable aleatoire a valeur mesure; sa loi est 
l'image de M„ ;(? par l'application A G W \-> X^ G ^#([—1,1]) designant l'ensemble 
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des mesures de Radon signees sur l'intervalle [—1, 1]. Ce dernier espace est le dual topologique 
de ^([-1,1]), et l'ensemble des mesures de probabilite ^([—1,1]) C ^#([—1,1]) est compact 
metrisable pour la topologie *-faible 2 . En effet, si (fk)keN es * une suite de fonctions dense 
dans alors 

\ 

d{m 1/ m 2 ) =Yjjk max(l/|«i(/*) - m i{fk)\) 

/cGN Z 

est une distance compatible avec la topologie de 1,1]). On choisit {fk}k&i = Q[X] ; cette 

partie est dense par le theoreme de Stone-Weierstrass, et compte tenu de la convergence des 
moments, 

V*, X x (fk) 

Dans l'espace des mesures muni de la topologie (metrisable !) de la convergence en loi, on a 
done convergence en probabilite de X\ vers Xoo^. Or, pour des mesures de Radon sur l'en- 
semble des reels, la convergence en loi est equivalente a la convergence des fonctions de 
repartitions 

F Xa (x) -> Fx^ix) 

en tout point x ou la fonction de repartition limite Fx est continue (e'est une partie du 
theoreme de Portmanteau, voir de nouveau [Bil69, chapitre i]). Par consequent, pour tout 
nombre reel X 7^ (1 — q) q'^ 1 , on a 

nyeA(X)U-B(X) 

La fin de la preuve est maintenant purement technique. Dans tout ce qui suit, on fixe un reel 
e tel que 1 — q > e > ; d'apres ce qui precede, pour tout point x qui n'est pas un (1 — q) q l ~ l , 

Fx^(x)-e^F XA (x)^F x ^(x) + e 

pour n assez grand en dehors d'un evenement de probabilite arbitrairement petite. Prenons 
done x = 1 — q + rj avec tj > suffisamment petit. Dans un voisinage de x, Fx = 1/ done 
pour n assez grand, en dehors d'un evenement de petite probabilite, 

Fx x (x)= E \y\ > F x ^(x)-e = l-e>q. 

rayeA(A)U-B(A) 

Par consequent, toutes les lignes 3 de A sont plus petites que nx. En effet, dans le cas contraire, 
il y aurait au moins une ligne strictement plus grande que n(l — q + rj), et ceci impliquerait 

F Xa (1) > F XaW + l-q + Tj>l + ri>l, 

ce qui est impossible pour une fonction de repartition. Ainsi, on a montre que pour n assez 
grand, a\{X)/n est plus petit que x avec probabilite tres proche de 1. 

De meme, si Ton considere x' = 1 — q — rj, alors Fx«, = ^ au voisinage de x', done pour n 
assez grand, en dehors d'un evenement de petite probabilite, certaines des lignes de A sont 
plus grandes que nx'. En effet, dans le cas contraire, on aurait 

F Xa (1) = F Xx (x') ^ Fx^(x') +e = q + e<l. 

2. C'est un cas particulier du theoreme de Prohorov ([Bil69, chapitre i]) : si E est un espace separable et 
metrisable complet, alors l'espace des mesures de probabilite £?(E) est egalement separable et metrisable complet. 
Le caractere metrisable permet en particulier de parler de convergence en probabilite d'une famille de mesures. 

3. Pour etre plus precis, les lignes modifiees, e'est-a-dire qu'on regarde les flj(A) = A, — i + 1/2. 
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On conclut que pour n assez grand, en dehors d'un evenement de probabilite arbitrairement 
petite, la premiere colonne renormalisee a\(X)/n est comprise entre x' et x. Ainsi, ai(A)/n 
converge en probabilite vers 1 — q, et les memes arguments s'appliquent clairement aux lignes 
suivantes ai{K)/n, 03 (A) In, etc. (faire une recurrence sur i). De plus, 

Oi(\)/n-\i/n = (-i + l/2)/n = 0(l/n), 

done A,/ n converge bien en probabilite vers (1 — q) q ■ □ 

Remarquons qu'en utilisant la convergence des fonctions de repartition au point x = 0, on 
voit que 

L — — y M„, q / 
1=1 " 

l'ordre de grandeur des colonnes de la partition est done uno(n). 

Seconde demonstration de la hi des grands nombres. Une autre demonstration du theoreme 8.5 
utilise la theorie des representations de l'algebre d'Hecke infinie Jt? q (&co) ; cette theorie est 
en tout point similaire a celle exposee dans le paragraphe 4. 1 pour le groupe symetrique infini 
&oo- Pour tous entiers n ^ N, on peut plonger Jif q (&„ ) dans Mq{<&^) en identifiant les genera- 
teurs Tj = T S; pour i ^ n — 1; ces injections sont compatibles entre elles, et la limite inductive 
des algebres d'Hecke J4?n(& n ) relativement a cette famille dirigee de morphismes d'algebres 
est l'algebre d'Hecke infinie 

Mi, (Ti-q)(Ti+l)=0 
Vi, T { T i+1 T i =T i+1 T i T i+1 
\fi,j, \i-i\^2^TiT r TjTi 

Les caracteres irreductibles de cette algebre infini-dimensionnelle sont de nouveau indexes 
par les points co = (a, {$) du simplexe de Thoma Q, et toute mesure de probabilite m S ^(Q) 
correspond a un caractere (positif, normalise) xipi) de J^J&oo), qui s'ecrit : 



J^iGoo) = { T lf T 2 ,T 3 ,... 



X{T<re& n >q) = E ( / s A (w)g A (q,T a )m(dcv) j 



En particulier, la trace reguliere 4 r(T cr ) = l( cr= id) de l'algebre d'Hecke infinie correspond au 
Dirac en le point 

oi q ,p q = (l-q,(l- q)q,{l -q)q 2 ,...), (0,0,. . . ) . 
En effet, compte tenu des calculs effectues dans la section 7.1, 

M M (A) = (dimA)s A (l - q, (1 - q)q, (1 -q)q 2 ,...) = (dim A) s x {oL q , $„) , 



et d'autre part, Tjj^( 6n ) = Ea€^^W/T (?)• Si T a est un element de base de l'algebre 
d'Hecke Jt? q (& n ), on a done bien : 



A t <t) = E s A (u qi p q )<; A (q,T a ) = £ f / s A (o;) e A (^,T £r )^ i;// j i) (da;) ) . 
Ae% Ae% v-' / 



4. Pour une algebre d'Hecke finie Mq{& n ) ~ C[B(w,F g )\GL(w,Fq)/B(«,Fq)], la trace reguliere est la restriction 
de la trace normalisee de Endc(C[GL(w, F^)/B(w,F^]). II est naturel de se demander si la trace T de J^i&oo) a une 
interpretation semblable (avec ^ puissance d'un nombre premier). La reponse est oui, mais on doit prendre au lieu 
de GL(oo, Fq ) le groupe GLB(F ? ) introduit par Kerov et Vershik dans [KV98, KV07] ; ce dernier contient GL(oo, F ? ) 
comme sous-groupe dense. Alors, on peut montrer que T est la restriction de la trace canonique de l'algebre de 
convolution L 1 (GLB(F ? ), mnaar) a l a sous-algebre des fonctions a support compact et bi-B(oo,^)-invariantes, cette 
sous-algebre etant isomorphe a ^(6oo). 
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Dit autrement, le Dirac en le point (a.q,f5q) correspond au systeme coherent de mesures sur le 
graphe de Young constitue par les ^-mesures de Plancherel — la fonction M„ /( j(A)/ dim A est 
bien harmonique sur le graphe de Young, car les tj-caracteres ont les memes regies de bran- 
chement que les caracteres usuels. En vertu du theoreme de Kerov 4.2, on a done convergence 
en loi de co„(M n/Cj ) vers le Dirac en (ix. q ,fi q ), e'est-a-dire que : 



flx(A) a 2 (A) bi(A) b 2 (A) 



}j -> (l-q,(l-q)q,. ..;0,0,...). 



Sur un espace metrique (ici, le simplexe de Thoma O), la convergence en loi vers une constante 
implique la convergence en probability ; on retrouve done bien la loi des grands nombres 
3.3. ' ^ □ 

La seconde demonstration n'utilise absolument pas les techniques d'observables de diagram- 
mes developpees jusqu'ici ; en contrepartie, elle s'appuie sur le resultat difficile de Kerov et 
Vershik (theoreme 4.2), et surtout, elle ne permet pas d'etudier la deviation gaussienne des 
diagrammes sous les ^-mesures de Plancherel. D'autre part, elle ne s'adapte pas a l'etude 
d'algebres d'Hecke plus generates, par exemple celles de type B (voir le chapitre 9). 



8.3 Theoreme central limite pour les premieres parts 

Nous souhaitons maintenant demontrer un theoreme central limite pour les lignes d'un 
diagramme A tire aleatoirement suivant une tj-mesure de Plancherel. Comme les lignes A, ont 
toutes pour ordre de grandeur n, en vertu du theoreme central limite « usuel », il est naturel 
de supposer que les deviations A, — n (1 — q) q'^ 1 auront pour ordre de grandeur \fn. On pose 
done : 

Theoreme 8.7 (Deviation gaussienne pour la cj-mesure de Plancherel, [FM10]). Sous une q- 
mesure de Plancherel de parametre q < 1, les lois fini-dimensionnelles du processus (Y;,« conver- 
gent vers celles d'un processus gaussien (Yj >0 o,fl);>i/ ave c '■ 

E[Y >/9 ]=0 ; E[(Y, 00 , l7 ) 2 ] = (l-^)^- 1 -(l-^) 2 ^- 1) ; 
cov(Y !>M , Yj /00iCj ) = -(1 - qf q i+ i- 2 . 



En particulier, deux coordonnees distinctes Y !/0O/? et Y; <»„ sont toujours negativement correlees, 
ce qui n'est pas tres etonnant puisque la somme des deviations doit etre nulle. Ainsi, si e > 
et X\, . . . , x r sont des nombres reels positifs, alors pour n assez grand, 



P 



Vz < r, 



-±-(l- q)q 



i-i 



1 



y/{27zy detQ J- Xl 



Xr 



X r 



dX 



oil Q est la matrice symetrique de coefficients Qu = 5^ (1 — q) q' — (1 



q) 2 q 1+ i 2 , qui est 



definie positive par la regie d'Hadamard (sur chaque ligne et chaque colonne, le coefficient 
diagonal est positif et strictement plus grand que la somme des valeurs absolues des autres 
coefficients). Comme precedemment, notre theoreme central limite a un corollaire immediat 
pour les permutations aleatoires : 
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Corollaire 8.8 (Deviation gaussienne pour la longueur du plus long sous-mot croissant d'une 
permutation obtenue par le ^-processus de Knuth). Soit a n une permutation aleatoire de taille n 
tiree suivant la mesure de probability 

„imaj (a) 

La variable aleatoire (L(c„) — n(l — q)) / \/n converge en loi vers une gaussienne centree de variance 
(1 - q) - (1 - qf. 



Remarque. Si Ton applique le processus d'orthonormalisation de Gram-Schmidt a la matrice 
de covariance donnee dans le theoreme 8.7, alors on peut exprimer les lois limites Yj,oo,g en 
fonctions de gaussiennes standards independantes. Ainsi, il existe une famille (£j)t>i de gaus- 
siennes independantes, centrees et de variance 1 telle que pour tout i, 

YU, = yJtt-tW \ Si ~ (1 " <?) E % ] 

\ 7=1 
l'egalite ayant lieu presque surement si Ton definit les par : 

6= 7^( W(1 - ,) IM- 

Ainsi, pour simuler une deviation Yi itliC , avec n grand, on commence par tirer une gaussienne 

s/(l — q)q l et on lui retranche la quantite — q) 3 q' Y^'jZ\ a ^~ £/ pour compenser les 
deviations des lignes precedentes. 




La preuve du theoreme 8.7 met en jeu les cumulants d'observables de la section 3.4, mais 
nous devrons revisiter quelque peu la theorie de Sniady, car les esperances d'observables 
n'ont pas le meme ordre de grandeur sous la ^-mesure de Plancherel et sous la mesure de 
Plancherel standard : en effet, 

M n , q [E }l ] = O (>l) ; M n [E F ) = O (n^) . 

Dans tout ce qui suit, on considere les variables comme elements de l'algebre des 
permutations partielles. La ^-mesure de Plancherel M„ /1? peut etre vue comme une trace sur 
l'algebre £s4o engendree par les variables commutantes L^, d'ou une structure d'espace de 
probabilite non commutatif sur s^/oo, avec les regies : 

[ Fl 1-qV 

Les cumulants correspondants seront notes k(x\, ...,x r ); d'autre part, nous rappelons l'exis- 
tence d'un second produit • dans g/co, et les cumulants disjoints correspondants seront notes 
k'(xi, . . . ,x r ). Comme s^co — & , les memes notions sont disponibles pour des observables de 
diagrammes. Ceci etant dit, la difficulty combinatoire principale de la preuve reside dans les 
lemmes suivants : 
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Lemme 8.9 (Ordre de grandeur des cumulants disjoints). Sows les q-mesures de Plancherel, pour 
toutes observables de diagrammes X\, . . . ,x r , k°(x\, . . . ,x r ) = 0(n des ^ Xl ^ + "' +de ^ Xr ^ r+1 ). 

Lemme 8.10 (Ordre de grandeur des cumulants). Sows les q-mesures de Plancherel, pour toutes 
observables de diagrammes X\, . . . , x r , k{x\, ...,x T ) = 0(n de ^ Xl ^ hdeg(x r )-r+i^ 



II suffit en realite de demontrer ces lemmes avec les Xj dans une base algebrique graduee 
de G ; en effet, les cumulants de variables aleatoires sont multilineaires et se comportent bien 
vis-a-vis des produits de variables, voir [LS59] et [So6b, theoreme 4.4]. Ainsi, dans tout ce qui 
suit, les Xj seront des caracteres centraux de cycles Ej.. 

Preuve du lemme 8.9. Rappelons que les cumulants disjoints sont recursivement definis par les 
relations : 

E[Xi«X 2 ..--.X r ]= £ k'(X ieni )k'(X ien2 )---k'{X ieni ). 

7teQ(M) 

D'autre part, le produit disjoint de caracteres centraux de cycles L^,. . (avec i\ ^ z'2 ^ 
• • • ^ i r ) est simplement Z, 1> ... /!r , et l'esperance d'une telle variable est 

E[Z,-, ,-.1 = „^ 1 + J2 +-+ lr iL_?i 



ri/=i(i-^ 

A l'exception du facteur n^' lH Hr , tous les termes de cette expression sont multiplicatifs par 
rapport a la partition (z'i, . . . ,i r ). Plus formellement, il existe des nombres a,- tels que 



et la puissance decroissante de n peut s'ecrire E[E^ 1 , 1+ ...+,^]. Par recurrence sur r et en utilisant 
la formule reliant esperances et cumulants disjoints, on voit done que : 

Or, % (-£(i<*)) = pour toute partition A, done les cumulants correspondants ne dependent 
pas de la mesure de probabilite que Ton met sur les partitions ( !). On peut done utiliser le 
resultat de P. Sniady (cf. [So6b, lemme 4.8]), qui a montre que : 

k'(Z ilh) ,L {li2) £(!„•)) = o(nM + ~«r- r+1 ) . 



II s'agit maintenant de relier cumulants classiques et cumulants disjoints, et nous utilise- 
rons comme dans la section 3.4 les cumulants k ld . Ces derniers correspondent a « l'esperance » 
E ld : x S & 1— > x £ G* , et ils sont definis recursivement par les relations : 

X a X 2 • • • X r = £ k id (X tGTTl ) . k id (X tGn2 ) . • • • . k id (X iGni ) . 
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On rappelle que dans ces conditions, cumulants classiques et cumulants disjoints sont relies 
par la formule : 

fc(X!,...,X r ) = £ k'(k id (X ieni ),... / k id (X ieni )) / 

7reQ([U]) 

voir [So6b, proposition 4.1]. Avant d'etudier les cumulants k xd (Ei x , . . . , Ei r ), nous devons pre- 
ciser quelque peu les resultats evoques dans la section 2.3 au sujet des produits de carac- 
teres centraux. On note E Vin le projete d'un caractere central L fl dans l'algebre 3§ n constitute 
par les permutations partielles d'ordre n. Alors, si A(n,k) est l'ensemble des /c-arrangements 
("l / "2 / • • • / «jfc) dans on peut ecrire : 

E^ n = ( fl ll/ fl 12/- • •/ a lji- l ) ( fl 21/ fl 22/- • -/«2^ 2 ) ' ' ' { a rl, a r2, • • • , a rfi r ) 

«(;,;) ep,n] 
a (y)^ a (y)' 

£ C(A 1 )C(A 2 )---C(A r ) 

Vt, Ai£A(n,fii) 
Mi-fj, Aif]Aj=0 

ou C(A) est le cycle associe a un arrangement A = {a.\,. . . ,a^). Par consequent, un produit 
E , u,n E Vi n s ecrit 

E ¥/ „ Ey, n £ £ C(Ai) • • • C{A r ) C(Bi) • • • C(B S ) . 

Vi,^j6-4(n,^j) Vt, B i e«4(n,v j ) 
Vt#, Air\Aj=0Vi^j, B,-nBj=0 

Ce produit n'est pas E flUv ,n, car les A, et les By peuvent avoir des elements en commun. Pour 
prendre en compte les eventuels « recouvrements », associons a toute suite (a ; y, b\a) intervenant 
dans la somme un appariement partiel M des ensembles Ia = e * h = (£/0l<faSvj : 

(w) ~m OU) «i; = hi- 

La somme des produits C{A\) ■ ■ ■ C(A r ) C(B\) ■ ■ ■ C(B S ) realisee sur les arrangements cor- 
respondant a un appariement partiel M donne est un caractere central E p tM)/ car s ^ l' on sa ^ 
exactement quels au sont egaux a quels b^, alors on peut reecrire le produit 

C{A X ) ••• C{A r )C{B x ) ••• C(B S ) 

comme produit de cycles a supports disjoints, et ce de facon independante des valeurs precises 
des ax et des b^. Ainsi : 

Lemme 8.11 (Produits de caracteres centraux). Le produit Ep E v de deux caracteres centraux est la 
somme £ p (M) de caracteres centraux, oil M parcourt tous les appariements partiels possibles entre 
l'ensemble Ia des indices des a et l'ensemble Ib des indices des b. 

Exemple. A titre d'exemple, detaillons le calcul du produit E2 £3. L'ensemble d'indices I a est 
{1,2}, et l'ensemble d'indices I B est {1',2',3'j. 

1. Si les arrangements A = (a.\,a-i) et B = {b\,br,b's) sont disjoints, alors C(A) C(B) est le 
produit de deux cycles disjoints de tailles respectives 2 et 3. L'appariement partiel vide 
correspond done au caractere central E^. 
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2. Si A et B ont exactement un element commun, on peut a symetrie pres supposer que c'est 
a\ = b\. Alors, (ai, a 2 ) (b\, b 2 , fcs) = (a 2 ,b\,b 2 ,b3) est un 4-cycle. En sommant sur toutes 
les possibilites pour a 2 , b\, b 2 et b?, (qui doivent etre distincts), on obtient le caractere 
central £4. Par symetrie, on obtient aussi E4 pour tous les autres appariements partiels 
de taille 1 (il y en 6). 

3. Si A et B ont deux elements en commun, on peut a symetrie pres supposer que l'appa- 
riement partiel est fli = b\ eta 2 = b 2 . Alors, (ai,a 2 )(bi,b 2 ,b?,) = (a\) (1*2,1*3) estle produit 
d'un 1-cycle et d'un 2-cycle a supports disjoints. En sommant sur toutes les possibilites 
pour fli, a 2 et 03, on obtient done le caractere central E 2/ \. Et de nouveau, tous les autres 
appariements partiels de taille 2 donnent ce caractere central (et il y en 6). 

Ainsi, E 2 £3 = £3,2 + 6 Z 4 + 6 E 2 ,i. 

De facon generale, la taille d'une partition p(M) apparaissant dans la somme £m ^p(M) = 
Eji£ v est toujours + |v| — |M|, ou M designe la taille de l'appariement, e'est-a-dire le 
nombre d'egalites = b^. Ce qui precede apporte done une preuve de la propriete de 
factorisation en plus haut degre evoquee dans la proposition 2.2. De plus, lorsqu'on effectue 
des produits de caracteres centraux de cycles Z; et E m , tous les appariements de taille 1 
donnent un caractere central Z/ +m _ 1 . Comme il y a ml appariements de ce type, on obtient le 
developpement suivant : 

Ei E m = E\ im + ml Ei +m _i + (termes de degre inferieur a / + m — 2) . 

Ce developpement jouera un role important dans la suite. Ceci etant, revenons au probleme 
des cumulants k ld (E iu . . . , Ej r ). Pour r = 1, k ld (E() = E ir et pour r = 2, on a : 

E h E h = k id (E il ,E h )+k id (E il ).k id (E h ) ; k id (E h ,E i2 ) = E k E h - E hrh . 

Or, le produit E^E^ projete dans 3$ n s'ecrit 

E C(A)C(B), 

AeA{n,ix),BeA{n,i 2 ) 

et le terme Ej u i 2 projete dans 38 n s'ecrit 

E C(A)C(B). 

AGA(n,h),BGA(n,i 2 ) 
AHB—0 

Par consequent, le cumulant k ld (Ei ir Ei 2 ) est la meme somme, mais restreinte aux paires d'ar- 
rangements qui ont une intersection non vide : 

k id (E h ,E h )= E C(A)C(B). 

AeA{n,ii),BeA{n,i 2 ) 
A(~\B^0 

Plus generalement, etant donnee une famille d'arrangements (A\, A 2 , . . . , A r ), considerons la 
relation ~ definie par k ~ / A^ n A\ ^ 0. Cette relation peut etre completee en une 

relation d'equivalence sur et nous noterons k(A\, . . . , A r ) la partition d'ensemble de 

[1, r] correspondant a cette relation d'equivalence. Alors : 
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Lemme 8.12 (Cumulant identite d'une famille de caracteres centraux de cycles). Projete dans 
SB n/ le cumulant k ld (Ej ir E{ 2 , . . . , Ej r ) vaut 

E C(A 1 )C(A 2 ) ■■■ C(A r ). 

V/, Aj&A(n,ij) 
n(A t A r )={[l/1} 

Demonstration. On raisonne par recurrence sur r; les cas r = 1 et r = 2 viennent d'etre 
prouves. Si le resultat est vrai jusqu'au rang s ^ r — 1, alors par definition du produit disjoint 
•, pour toute partition d'ensemble non triviale n S H([l,r]), on a : 

k id (E lGni ) •k id (E lGn2 ) . • • • •k id (E tGni ) = E C ( A i) C ( A 2) • • • C(A r ) . 

V/', AjeA(n,ij) 
n(Ai,...,A r ) = n 

En effet, l'hypothese de recurrence s'applique dans chaque part Up done la somme porte sur 
des families d'arrangements telles que si k et / sont dans la meme part ttj, alors k et / sont 
dans la meme part de 7i(A\, . . . , A r ). Reciproquement, si k et / sont dans deux parts Tij et Tij 
distinctes, alors le produit • force les arrangements A^ et A\ apparaissant dans la somme a 
etre disjoints (sinon, le produit disjoint des cycles correspondants est nul) ; done, k et I sont 
dans deux parts disjointes de tz(Ai, . . . , A r ). On conclut que n = n{A\, . . . , A r ) pour toutes 
les families d'arrangements apparaissant dans la somme, d'ou l'identite proposee ci-dessus. 
La definition inductive des cumulants permet maintenant de conclure : 

k id (E h ,...,E ir )=E il ---E ir - £ k id (E ieni )*k id (E ie7t2 )*---*k id (E ieni ) 

= £ C(A t ) ■ ■ ■ C{A r ) - £ f E C(Ai) ■ ■ ■ C(A r )) 

V/, AjeA(n,ij) V V;, AjeA(n r ij) J 

n{Ai,...,A r ) = n 

E C(A 1 ).--C(A r ) 

V;', Aj<=A(n,ij) 
*r)={M} 

d'ou le resultat par recurrence sur r. □ 



Demonstration du lemme 8.10. On considere le cumulant identite de caracteres centraux de 
cycles Ei x ,..., Ej r . Pour toute famille d'arrangements A\, . . . , A,- apparaissant dans la somme 
definissant ce cumulant, on a d'apres le lemme precedent 

7t(A x A r ) = {Il,rfl}, 

done le cardinal de \A\ U A2 U • • • U A r \ est plus petit que i\ + • • • + i r — (r — 1), car il y a au 
moins r — 1 egalites entre les elements de ces arrangements. Le cumulant k ld (Ej 1 , . . . , Ej r ) est 
done une combinaison lineaire de caracteres centraux Ex avec |A| ^ i\ + • • • + i r — (r — 1), et 
ainsi, 

deg {k id (E h , E ir )) + + i r - (r - 1) . 

Notons que ce resultat est different du theoreme 4.3 de [So6b] ; en effet, on utilise une autre 
graduation sur l'algebre d'observables G. Ceci etant, on peut maintenant controler le degre 
des observables apparaissant dans les cumulants disjoints de la somme 

K*h ^v) = E ^(^ id (^, 1 )^ id (^ 2 ) * id (*W)- 



120 



8-3- Theoreme central limite pour les premieres parts. 



et leur somme est toujours inferieure a i\ + ii + • • • + i r — r + l(n). D'apres le lemme 8.9, les 
cumulants disjoints sont done tous des 

QUk+k+-"+h-r+l{n)-{l{jt)-\)\ _ Q^ n h+i2+-+h-r+l\ f 

ce qui acheve la preuve du lemme 8.10. □ 



Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le ^-analogue de la premiere partie du 
theoreme 3.4, e'est-a-dire la deviation gaussienne des observables E^ correctement renormali- 
sees. Dans ce qui suit, si k est un entier plus grand que 1, nous noterons 

les deviations renormalisees des moments de Frobenius et des caracteres centraux, A etant un 
diagramme aleatoire sous la ^-mesure de Plancherel M n a. 

Proposition 8.13 (Deviation gaussienne des observables sous les ^-mesures de Plancherel). 

Les processus {Wk,n,q)k^\ & {^k,n,q)k^\ convergent en lois fini-dimensionnelles vers le meme processus 
gaussien centre (Zk,oo,q)kzl> l es covariances de ce processus limite etant : 

cov(Z //O0/(?/ Z m/0 o /(7 ) = lm (1 - q) 1 



-m-1,1 



■,1,111 



Demonstration. Si / et m sont deux entiers positifs, alors le cumulant disjoint k'(Ei,E m ) est 
E[E hm ) -E[Li] E[E m ], e'est-a-dire : 

(1 ~ q) ] +m ( n± I+m - n± l nM = -lm (1 ~ ^ n 1 ^- 1 + 0{n l+m - 2 ) . 
\-q l ' m V I \-q l ' m V ; 

En effet, les factorielles decroissantes ont pour developpement 

n ik = n *- fcll n k-l + {n k - 2 ), . 

Calculons maintenant le cumulant standard k(Ei,E m ), en utilisant le developpement des pro- 
duits de caracteres centraux de cycles donne plus haut : 

k(E h E m ) =E[E 1 E m ]-E[E l ]E[E m ]=E[E l E m -E l/m ]+k'(E h E m ) 

= E[lm E l+m ^\ - lm ^ _\ m n l + m ~ l + 0(n'+'"- 2 ) 

= lm (1 - q) l+m ( - rr — tt ~ - 1 , ) n 1 ^ 1 + 0{n l+m - 2 ) . 

v ^' \l-q l + m - 1 ' 1 l-q l ' m J y ' 

Par construction, les observables Z^„ „ ont leur premier cumulant nul, et par multilinearite et 
invariance par translation des cumulants d'ordre 2, 

m,n, v Z m , n , q ) =lm(l- q)*** ^_^ +m _ XiX - + 0(n-i) . 
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Compte tenu du lemme 8.10, les cumulants d'ordre r ^ 3 des variables „ sont pour leur 
part des 0(n 1 " , /2 ) : 

n(ii k i+ k ^ hk r -r+l\ 

K\^k x ,n,q,---,^k r ,n,q) ~ ^-1/2 . . . n k,-l/2 ~ > ' 

lis tendent done vers 0, et la convergence en lois fini-dimensionnelles de {Lk,n,q)k^\ vers le 
processus gaussien {Z^ i0Q q )^i est ainsi etablie. 

Pour les Wjt,n,<j/ le lemme 8.10 montre que les cumulants d'ordre r ^ 3 de ces variables sont 
encore des 0(n 1_, / ' 2 ). Le processus {Wk,n,q)k^i converge done en lois fini-dimensionnelles vers 
un processus gaussien centre, et il suffit maintenant de montrer que k(pj, p m ) et k(Ej, E m ) ont 
le meme terme de plus haut degre. Or, chaque E^ est un polynome rationnel en les pi^k, avec 
pour terme de plus haut degre p^. Par multilinearite des cumulants, le cumulant k{E\, E m ) est 
done 

k(pi, p m ) + (cumulants d'observables a,-, bj telles que deg a, + deg bj ^ I + m — 1) . 

Le lemme 8.10 permet de conclure que k{Ei,E m ) et k(pi,p m ), qui sont tous deux d'ordre de 
grandeur 0(V +m ~ 1 ), sont equivalents; ceci acheve la preuve du theoreme. □ 

Demonstration du theoreme 8.y. Comme precedemment, on note la mesure de probability 
sur [—1, 1] associee a une partition A, et Xoo,q la loi limite de ces mesures de probability sous 
les (j-mesures de Plancherel. Si / est une fonction de classe "rf 1 sur [—1, 1], on note 

d m (/) = \Mx a (/)-W/)) 

la variable aleatoire correspondant a la deviation renormalisee de X\ (/) ; ici, pour toute pro- 
babilite }i, u(f) = f_if(s) du(s). Calculons ces deviations lorsque f(x) = x l : 

D n , q (x ) - y/n {-^1 1 _ q l+i J ~ W l+l,n, q ■ 

Par consequent, etant donnes deux entiers strictement positifs / et m, les deviations D„ /C1 (x l ) 
et D n/ q(x m ) convergent vers des lois gaussiennes centrees de covariance 

« + !)(« + !) ( V-l) l+m+1 _ V-l) l+m+2 ) 

l + jlm + lj V 1 - ql+m+t 1 - q l+l,m+\ J 

= X 0O/(? ((/ + 1) (m + 1) x l x m ) - Xoo,, ((/ + 1) x l ) Xoo* ((m + 1) x m ) 

= X^((x' +1 )'(x m+1 )') - X 0O/9 ((x'+ 1 )') X»4((je» +1 ) / ) • 

Dans 1, 1]), les fonctions polynomes sont denses pour la topologie c € x . En utilisant la 

multilinearite de la covariance et cette densite, on conclut que pour toutes fonctions f\,...,f r 
de classe sur [—1,1], le vecteur des deviations (jDn^(/f))fe[i,r] converge vers un vecteur 
gaussien (Doo,ij(/i))i6|[i,r] de matrice de covariance 

KD^ifilD^ifj)) = ^{(xfiYixfj)') - Xoo^xfi)') X^ixfjY) ■ 

Si i ^ 1, notons ft une fonction positive de classe ^ 1 sur [—1,1], telle que fi(x) = 1 sur un 
voisinage V\ de (1 — q) q 1 ^ 1 , et telle que fi(x) = en dehors d'un voisinage Wj C V\, voir la 
figure 8.2. 
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^ 1 — 










1 — *■ 



Wi 

Figure 8.2 - Fonction test /, pour la deviation de la mesure X^. 



On supposera egalement que tous les W, sont disjoints; alors, X O0/9 (/ ! ) = (1 — q)q 1 1 pour 
tout indice i. Comme //((l — q) q l ~ l ) = 0, on a done : 

(xf i y({l- q ) q >- 1 ) = (f t )({l- q )q'- 1 )=l 

Xco, ? ((*/,)' 2 ) " X^dxf,)') 2 ={l-q) t l - (1 - qfq 1 ^ ■ 

D'autre part, si i ^ j, alors comme W,- et Wy sont disjoints, les produits de fonctions fifj, fifj, 
fifj et ///■ sont tous nuls. On a done : 

Xoa, 9 ((*/i)'(*//)') " ^{(xfi)') X^((xfj)') = -X^iixfi)') X 0O/? ((x/ ; ) / ) ; 

= -(l-qfq>+i-\ 

Finalement, pour n assez grand, en dehors d'un evenement de probabilite arbitrairement pe- 
tite, a, (A) /n est dans Vj, fl,_i(A)/ft est dans et a, + i(A)/ft est dans Vj + \. Done, avec pro- 
babilite tres proche de 1, a, (A) /ft est la seule coordonnee de Frobenius de A dans le support 
de fi, et Xx{fi) = cii(A)/n. Ainsi, en dehors d'un evenement de petite probabilite, 

-(!-<?) t l ) = (X A (/,) - X^(/,)) = D n , q (f) , 

done les fonctions de repartition de ces deux variables aleatoires ont le meme comportement 
asymptotique. Comme fl,(A) = A,(l + o(l)), ceci acheve la preuve du theoreme. □ 

Pour conclure cette section, mentionnons une analogie frappante entre les theoremes 8.5 
et 8.7, et des resultats dus a A. Borodin concernant la forme de Jordan 5 des matrices tri- 
angulaires unipotentes sur F^ (voir [Bor99]; cette analogie nous a ete signalee par Borodin 
lui-meme). Dans ce qui suit, GU(n,F ? ) designe l'ensemble des matrices triangulaires supe- 
rieures de taille n x n, a coefficients dans F ? et avec des 1 sur toute la diagonale. C'est un 
sous-groupe unipotent maximal dans GL(n,F (? ), et son cardinal est 

n(n-l) 

cardGU(n,F (J ) = q 2 . 

On munit le groupe GU(n, F^) de la mesure de probabilite uniforme m„ r q. Toute matrice 
M G GU(n,F (J ) est dans une classe de conjugaison du type p = {X — 1 : «}, ou w est une 
partition de taille n ; on notera « = }i(M) cette forme de Jordan. Alors : 

5. Cette analogie fournit ce qu'on peut considerer etre un modele matriciel des tj-mesures de Plancherel (au 
sens de la correspondance evoquee dans la premiere partie du memoire). 
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Theoreme 8.14 (Borodin, [Bor99]). Lorsque n tend vers I'infini, pour tout indice i ^ 1, pij(M)/n 
converge en probability sous m n n vers q~'(q — 1). De plus, la deviation des lignes de u(M) est gaus- 
sienne, et les covariances limites des variables 

iM-vsf^-r'fr-i) 



sont cov(Ti rO0 „, Ty /00 „) = 5ij(q — 1) q 1 — (q — l) 2 q 1 K On retrouve done les memes resultats que 
pour les colonnes d'une partition sous la (q > V)-mesure de Plancherel. 

La preuve du theoreme de Borodin repose sur une analyse approfondie d'un analogue du 
^-processus de Plancherel. Plus precisement, si M est une matrice unipotente (aleatoire) dans 
GU(n,F ? ), alors on peut lui associer une matrice unipotente aleatoire M' dans GU(n + l,Tq) 
en rajoutant une colonne dont les n premieres coordonnees sont tirees aleatoirement dans 

OF,)* : 

/ *\ 



M' 



M 



\ V 

On dispose ainsi d'un processus markovien dont les marginales sont les lois m n n, et l'image de 
ce processus par M i-4 u(M) est un processus markovien sur le graphe de Young <3f . De plus, 
on peut evaluer assez precisement les probabilites de transition, et montrer qu'asymptotique- 
ment les lignes de u(M) se comportent comme des sommes de variables independantes ; ceci 
mene au theoreme 8.14 via la loi des grands nombres et le theoreme central limite « usuels ». 

Ceci etant, dans une approche naive de la ^-mesure de Plancherel, il peut etre tentant 
d'utiliser des methodes semblables pour etudier l'asymptotique du ^-processus de Plancherel, 
e'est-a-dire evaluer avec precision les ^-probabilites de transition (cf. §7.1) 

et montrer que les lignes (ou colonnes selon la valeur de q) d'une partition se comportent 
asymptotiquement comme des sommes de variables independantes. Incidemment, e'est la 
premiere chose que nous avons tente de faire, et on peut effectivement traiter de cette facon 
le cas de la premiere ligne (ou colonne selon la valeur de q) et obtenir une loi des grands 
nombres \\/n — > (1 — q). Malheureusement, les autres lignes ou colonnes sont beaucoup plus 
difficiles a etudier par cette voie. D'autre part, nous ne sommes pas parvenus a etablir un 
theoreme central limite en utilisant cette approche (ne serait-ce que pour la premiere ligne ou 
colonne). 



84 Concentration gaussienne des ^-caracteres 

Pour conclure notre etude asymptotique des ^-mesures de Plancherel, nous revenons sur 
le phenomene de concentration gaussienne des ^-caracteres autour de la trace canonique des 
algebres d'Hecke. Dans le cas du groupe symetrique, rappelons que sous la mesure de Plan- 
cherel standard, l'ordre de grandeur du caractere ^; A ((1,2, . . . ,k ^ 2)) est n~ k/1 , et la variable 
renormalisee 

n k/2 x A ((h2 *)) 
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converge en loi vers un gaussienne de variance k (voir le theoreme 3.4) ; de plus, les caracteres 
des cycles sont asymptotiquement independants. Le theoreme 8.15 enonce ci-dessous donne 
l'analogue de ce resultat pour les ^-caracteres sous la o-mesure de Plancherel : 

Theoreme 8.15 (Asymptotique des a-caracteres, [Meiob]). Pour k ^ 2, notons Q le « cycle » 
T1T2 ■ ■ ■ Tk-i dans les algebres d'Hecke J^(6„) avec n ^ k. Si A est tire au hasard selon la q-mesure 
de Plancherel, alors le q-caractere renormalise 

Sk,n, q = Vn x A (q,Ck) 

converge en loi vers une gaussienne. Les covariances de ces gaussiennes limites sont : 

cov(S,, M ,S m , M ) = (q- q 2 ) 1+m - 3 (1 - q 2 ) ^ f " ^ {m " — . 

' ' {/ + m - l} q {I + m -2} q {I + m -3} q 

Le seul point nouveau dans le theoreme 8.15 est en realite le calcul des covariances limites des 
fl-caracteres. En effet, compte tenu des formules de changement de base entre les symboles Ep 
et Efi,q, le degre d'une observable Ei„ est k ; done, les cumulants d'ordre r superieur a 3 

k{n^E kl/q y^E k2/q n^E kr>q ) 

tendent tous vers en vertu du lemme 8.10 (e'est la meme preuve que pour les observables 
L k ). Ceci implique bien le caractere gaussien de 

n l/2 - k Z kiq {\)~n l/2 x\ci,Ck), 

et il reste done a demontrer que k(n 1/2 ~ l Ei q ,n 1/2 ~ m E„ hq ) converge vers la quantite indiquee 
dans l'enonce du theoreme 8.15. 



Pour commencer, nous allons donner une generalisation de la proposition 8.13 en exami- 
nant les deviations d'observables 

( E }l (A)-E[E,} 

Comme pour les caracteres centraux des cycles, on decompose le cumulant simple k(Ep, E p ) = 
E[E F E p ]-B[E fl }B[E p }en 

k{E F ,E p ) = B[E }l E p - E ilUp ]+k'{E }lr E p ) . 

Le cumulant disjoint se calcule exactement comme pour les cycles : 

k\E ¥ ,E p ) = (n^-n^n^) 

D'autre part, le produit E^ E p a pour terme de plus haut degre E flU p, qui s'annule avec le 
— E]i\j p . Les termes de degre immediatement inferieur — e'est-a-dire + \p\ — 1 — dans le 
produit E f i E p correspondent aux appariements partiels de taille 1 entre les ensembles d'in- 
dices Ia et Jg correspondants aux partitions u = {u\, ...,ji r )etp = (p\, . . .,p s ). Si a» = b k \ est 
un tel appariement, alors le type de la permutation correspondante est 

(Ui,. . . ,Ui-i,U i+ i, . . .,]l r ,p\,- ■ . , Pk-\, Pk+l, ■ ■ -Psfj^i + Pk — 1)/ 

etant entendu qu'on reordonne ensuite les parts de la partition. De plus, les parts \i\ et p k etant 
fixees, il y a exactement frPk appariements du type ax = b^. Ainsi : 
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Lemme 8.16 (Second terme d'un produit de caracteres centraux). La composante homogene de 
degre \u\ + \p\ — 1 dans un produit Eu E p est 

E np^in- ■,m-i,m+i,-,Vr,pi,-,pk-\,pk+\,-p s ,m+pk-t) • 

Pk^p 

L'esperance E[Z /( Zp — L^up] a done pour terme dominant nlH+M- 1 fois 

ftGp 

et en ecrivant \p\ = YLi,k HiPk, on a done : 

k(Z m Z p , n , q ) = q 1 _ ^ L 1 _ + °( n ) • 

Dans tout ce qui suit, nous noterons Rk,n,q = n 1/2_fc 2^ „ ; le comportement asymptotique 
de ces variables est trivialement le meme que celui des S^ n/1? . Compte tenu des for mules de 
changement de base du theoreme 8.1, et en utilisant la multilinearite des cumulants, on a : 



Comme fa/ = s/ et fe w = s m , les produits scalaires au numerateur sont egaux a 1 par la 
formule de Frobenius. En utilisant la formule donnee precedemment pour les A;(Z^„ /(? , Z Pi n iq ), 
on obtient done 

MR/, M ,iW = <?(i-<?)' +m - 3 E —^- v — L ik -i Vt-i 

Dans la somme, isolons les termes correspondant aux partitions u = (I), (I — 1,1) et p = 
(m), {m — 1, 1). La somme de ces quatre termes est : 

l_ q l-l,m-l 1 _ q !-l,m-2 1 _ q l-2,m-l 1 _ q l-2,m-2 



+ 



l-ql+m-1 l- q l+m-2 l_ q l+m-2 \ _ q l+m-3 

J-1,2 -i _ J-2,1-1 



jn-2 



f 1 - <f-V 1 - q 1 - 2 ' 1 - 1 \ 

^ ®' \y \ _ q l+m~2,l+m-1 \ _ q l+m-3,l+m-2 J 

q m - 2 (l-q)(l-q J - 1 ) ( 1 - q 1 1 - q l ~ 2 



1 - q l + m - 2 V 1 - q l+m ~ l 1 ~ q l+m - 3 

_ qm -2 {1 _ q){1 _ q l-l ) q l-2 {1 _ q 2 ){1 _ qm -l ) 
I — q l+m-2 l _ q l+m-l,l+m~3 



(1 ~~ <7 ) 



{l + m-l} q {l+m-2} q {l + m-3} q ' 
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En multipliant par le facteur q(l — q) 1+m ~ 3 , on retrouve exactement la formule du theoreme 
8.15. II suffit done de montrer que tous les termes de la somme double Ym.,d se simplifient, a 
l'exception des quatre termes correspondant aux paires (Z)(ra), (l)(m — 1,1), (/ — 1,1) (m) et 
(/ — 1, 1) (m — 1, 1). Dans ce qui suit, on note C(c) l'ensemble des cycles d'une permutation a. 

Lemme 8.17 (Formule d'inversion de Mobius pour les permutations et les partitions). Soit f 
unefonction des entiers, m un entier plus grand que 2. 

(_1)*(A) f^ ff ^\ _ 1 ^ , ^ ]CM] ( ^ en ^\ _/(m-l) f(m) 



ZA v E/(A))=iE(-i) |cwl (i:/(W)) m _ l m 



Preuve du lemme 8.1 7. La premiere egalite est obtenue en reunissant les permutations a selon 
leur type A = f ( c) , car £ ( A ) = | C ( c) | et Za = n! / card C a . On demontre maintenant la seconde 
egalite par recurrence forte sur m, en notant 



Hm) (-i) |CMI f E /(H)) 

<ree m \ceC(cr) / 



L'identite est vraie pour m = 2. Si elle est vraie jusqu'au rang m, alors au rang m + 1, si 

C7" G S m+ i : 

1. Si c est un m + 1-cycle, le terme correspondant dans la somme est —f(m + 1), et il y a 
m ! termes de ce type, d'ou une contribution 



l m+l 



— (-m! f(m + 1)) 
m + l! v m 



2. Si (7 est un m-cycle qui bouge l'entier 1, alors le terme correspondant dans la somme est 
f(m) + /(l), et il y a m! termes de ce type, d'ou une contribution 

A m = —^—{m\f{m)+m\f{\)) = ^-' /U) 
m + l! ■> m + 1 



3. Sinon, l'entier 1 est dans un fc-cycle avec k S [1, m — 1], et le reste de la permutation peut 
etre vu comme un element de 6 m +i_jc. II y a m(m — 1) • • • (m — k + 2) cycles de longueur 
/c possibles permutant l'entier 1, d'ou une contribution 



A/, 



t^yf E (-i) 1+|CMI (W E /(c)) 

tm-Mj. rt6(i+M y CGC((7) y 

1 f_F( w+ i- fc )_ ffl r (-i)i c w 

1 v m + l — k\ C ,P K ' 

1 ^ /(m - it) /(m + 1 - Jfc) 



m + l \ m — k m + l — k 

En effet, l'hypothese de recurrence s'applique avec m + 1 — k 6 [2, m], et comme l'indice 
m + l—k est plus grand que 2, la somme des signes des permutations est nulle. 

La somme des contributions pour A: compris entre 1 et m — 1 est telescopique et egale a 

1 '-/ ( iv /(m) 



m + l \ m 

et en ajoutant les contributions A m et A m +\, on obtient bien — d'ou le resultat au 

rang m + l. □ 
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Fin de la demonstration du theoreme 8.15. Fixons un entier i, et considerons la fonction f(k) = 
k (1 - tf- 1 ' 1 - 1 ) / {1 - q i+k ~ l ). D'apres le lemme 8.17, 

-l) e (P) ^ ;v 1 - _ qi-ljn-l 1 _ q i--i,m-2 



V K ' Vik — 



Par consequent, la somme double mise en jeu dans le calcul de k(Ri in n, Rm,n,q) se ramene a 
deux sommes simples : 

(-1)%) . 1 - _ (-1)%) . 1 - q i-^m-l 

i— 1 2—i ~, 2—i 1 _ n i+m—2 i— 1 ~, l—i 1 _ n i+m—l 

En reappliquant le meme lemme aux fonctions /2O) = * (1 — q 1 ^ 1 '"'^ 2 )/ (1 — q l+m ~ 2 ) et f\(i) = 
i (1 - q , '- 1 ' m - 1 )/(l - q i+m - 1 ), on obtient : 

1- q'-W 1 - q'- 1 ^- 2 1 - cj- 2 ^ 1 - 
Lj- 1 _ q l+m-l 1 _ q l+m-2 1 _ q l+m-2 + 1 _ q l+m-3 ' 

C'est ce qu'il fallait demontrer. □ 

Ces calculs achevent notre etude asymptotique de la ^-mesure de Plancherel des algebres 
d'Hecke de type A. Notons que le theoreme 8.15 reste vrai pour q > 1, avec exactement la 
meme formule pour les covariances ; en effet, l'hypothese q < 1 des paragraphes precedents 
n'a pas servi dans la preuve. Notons toutefois une difference entre ces deux cas : lorsque q est 
strictement inferieur a 1, deux ^-caracteres ^ A (^,Q) et ;£ A (q,Q) son t toujours asymptotique- 
ment positivement correles, tandis que pour q > 1, le signe de la covariance limite depend de 
la parite dek + l. 
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Chapitre 9 

Asymptotique des mesures conduction 
parabolique 

Dans ce chapitre, nous etudions les mesures de Plancherel associees a d'autres algebres 
d'Hecke, et en particulier la mesure de Plancherel de l'algebre d'Hecke de type B. Cette algebre 
est une deformation J^(2B n ) de l'algebre du groupe hyperoctahedral, et c'est le commutant 
de Taction du groupe symplectique Sp(2n / F (? ) sur sa variete de drapeaux, voir la section 9.1. 
Les representations irreductibles de J^f q {W n ) sont indexees par les paires de partitions (ou 
bipartitions) de taille n, et sous la B-^-mesure de Plancherel pour les bipartitions, on dispose 
d'un resultat asymptotique tout a fait analogue aux theoremes 8.5 et 8.7, voir la section 9.2, et 
en particulier le theoreme 9.7. La preuve du theoreme 9.7 est adaptee des raisonnements des 
chapitres precedents, et Ton considerera done des observables de bidiagrammes, notamment 
des caracteres et des ^-caracteres renormalises des groupes hyperoctahedraux. 

Dans la section 9.3, on presente une conjecture concernant la repartition des parts entre les 
deux parties d'une bipartition aleatoire (A^), A^ 2 )) tiree suivant la B-^-mesure de Plancherel. 
Nos resultats asymptotiques pour la B-^-mesure de Plancherel sont malheureusement partiels, 
car la combinatoire des caracteres de l'algebre d'Hecke de type B n'est pas entierement com- 
prise. Plus precisement, dans le cas du groupe symetrique & n , un outil essentiel des chapitres 
precedents etait la formule de Ram 7.7, qui relie les caracteres irreductibles du groupe aux 
^-caracteres de l'algebre d'Hecke. Dans le cas du groupe hyperoctahedral %8 n , et plus gene- 
ralement pour un produit en couronne (Z/ rZ) ; 6 n , un resultat analogue a ete demontre par 
T. Shoji (cf. [SS99, Shooo]), voir le theoreme 9.13. Sa formule rentre dans le cadre de la dualite 
de Schur-Weyl entre groupes quantiques et algebres d'Hecke cyclotomiques — les algebres 
d'Ariki-Koike. Le probleme se ramene alors a comprendre les liens combinatoires entre deux 
presentations de l'algebre J^(2U n ) : 

- la presentation comme algebre d'Hecke du groupe de Weyl d'un groupe algebrique, 
e'est-a-dire, par la theorie d'lwahori, comme commutant de Taction d'un groupe de 
Chevalley sur sa variete de drapeaux ; 

- et la presentation comme algebre d'Ariki-Koike, e'est-a-dire le commutant de Taction sur 
un produit tensoriel d'espaces (C m )® n du groupe quantique associe a une sous-algebre 
de Levi 

g = Q\(mi) © gl(m2) © • • • © 0t( m r) c flK m = m i H \-m r ) . 
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Malheureusement, les deux presentations semblent tres difficiles a relier, et en particulier, on 
ne dispose pas de ^-formule de Frobenius pour la valeur d'un caractere irreductible de l'al- 
gebre d'Hecke de type B en un element correspondant a une permutation signee de longueur 
minimale dans sa classe de conjugaison. Ces problemes sont exposes en detail dans la section 
9.4 ; cette discussion permettra aussi de comprendre l'origine de la ^-formule de Frobenius- 
Schur 7.6, et preparera l'etude des mesures de Schur-Weyl dans le chapitre 10. 

Finalement, on decrit dans la section 9.5 le cadre le plus general dans lequel il semble pos- 
sible de generaliser les raisonnements des chapitres 7 et 8 : c'est le cadre des algebres d'Hecke 
generalisees, qui sont les commutants de Faction d'un groupe reductif de type Lie sur un 
module obtenu par induction parabolique a partir d'un caractere cuspidal d'un sous-groupe 
de Levi rationnel (cf. [HL80, LUS84]). A titre d'exemple, nous detaillons le cas des modules 
(quelconques !) obtenus par induction parabolique a partir d'un tore scinde de GL(n,F (? ). 



9.1 Variete de drapeaux symplectique et algebre d'Hecke de type B 

Si m est un entier plus grand que 1 et si q est la puissance d'un nombre premier, on 
appelle forme antisymetrique sur (F ? )" ! une forme bilineaire b : (F ? ) m <g) (F ? ) m — > F ? telle 
que b(x,x) = pour tout vecteur x. Alors, pour tous vecteurs x et y dans (F ? ) m , 

= b(x + y,x + y) = b{x,x) + b(x,y) +b(y,x) +b(y,y) = b{x,y) +b(y,x) , 

done b(x,y) = —b(y,x). La forme est dite non degeneree si la matrice de b (dans n'importe 
quelle base) est inversible, ou, car c'est equivalent, si pour tout vecteur x non nul, la forme 
lineaire b(x, •) est non nulle. Dans ce cas, la dimension de l'espace est paire, et si m = 2n, alors 
il existe une base — dite base hyperbolique — (vi,Wi,V2,W2, ■ ..,v n ,w n ) telle que la matrice 
de b s'ecrive 

/0 1 \ 
-1 

1 



1 

V -1 0/ 

voir [Lan93, chapitre XV, §8]. En particulier, toutes les formes bilineaires antisymetriques non 
degenerees sur un F^-espace vectoriel de dimension paire sont isometriques, et on peut sans 
perte de generalite supposer que b est la forme donnee dans la base canonique de (F^) 2 " par 
la matrice ecrite ci-dessus. Dans ce contexte, le groupe symplectique Sp(2n,F ? ) est le groupe 
des isometries de b, e'est-a-dire le groupe de matrices inversibles de taille 2n x 2n telles que 

Kgx>gy) = K x >y) 

pour tous vecteurs x et y. Un isomorphisme g G GL(2n,F,j) est symplectique si et seulement 
s'il envoie une base hyperbolique sur une autre base hyperbolique de l'espace ; comme dans le 
paragraphe 6.1, le cardinal de Sp(2n,F,j) est done le nombre de bases hyperboliques de (F^) 2 ". 
Pour construire une telle base, on choisit d'abord un vecteur v\ parmi les q 2n — 1 vecteurs non 
nuls. Le vecteur w\ doit satisfaire l'identite 

b(v x ,Wx) = 1, 
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et comme b{x>\, •) est une forme lineaire non nulle, il y a q 2 "^ 1 solutions a cette equation. Par 
consequent, il y a q 2n ^ 1 (q 2n — 1) choix possibles pour les deux premiers vecteurs V\ et W\, et 
les vecteurs suivants V2,W2, v^,w^, . . . doivent etre choisis dans l'orthogonal de F^i, Wi], qui 
est un F^-espace vectoriel de dimension 2(n — 1) muni d'une forme bilineaire alternee non 
degeneree. Par recurrence sur n, on conclut que : 

cardSp(2n / F 9 ) = ^(2«-i)+(2n-3)+.-+i _ ^ ^2(«-l) _ ^ . . , ^2 _ ^ 
= ^fl(^'-l)- 

i=l 



Dans un F^-espace vectoriel V de dimension paire 2n et muni d'une forme antisymetrique 
non degeneree b, on appelle sous-espace totalement anisotrope un sous-espace U C V tel 
que fr|u,g,[i = 0. Si tel est le cas, alors U C U L , et comme 

2n = dim U + dim U L , 

la dimension de U ne peut pas depasser ft. Cette borne est atteinte en considerant par exemple 
Fq [v\, . . . , v n ], ou {v\, w\, . . . , v n , w n ) est une base hyperbolique de V. Un drapeau totalement 
anisotrope est une suite strictement croissante de sous-espaces totalement anisotropes de V, 
et un drapeau totalement anisotrope complet est une suite 

{0} = U C LXi C U 2 C • • • C U n C V = {W q ) 2n 

avec chaque Uj sous-espace totalement anisotrope de dimension i. Par exemple, si B = 
(v\,W\, . . . ,v n ,w n ) est la base canonique de (F^) 2 ", et si b est la forme antisymetrique de 
matrice ]% n dans la base B, alors les sous-espaces 

Ui = F ? [»i,. . .,vi\ 

forment un drapeau totalement anisotrope complet. II n'est pas difficile de voir que le sta- 
bilisateur d'un tel drapeau (dans Sp(2ft,F (? )) est un groupe de cardinal q n (q — l) n . Nous 
noterons ce groupe BSp(2ft,F (? ) ; c'est un sous-groupe de Borel de Sp(2ft,F (? ), et il contient le 
tore maximal 

TSp(2ft / F ? ) = {M = diag(A 1/ A- 1 / A 2/ A 2 1 / ... / A f!/ A- 1 ) | Vi, A,- G (F ? ) x }. 

La variete de drapeaux symplectique est le quotient Sp(2ft / F (? )/BSp(2ft,F (? ) ; elle parametre 
les drapeaux complets totalement anisotropes dans (F^) 2 ", et a pour cardinal 1 

cardSp(2ft / F,)/BSp(2ft / F (? ) = {2nV.} q =f[{2i} q . 

Dans les trois premiers paragraphes de ce chapitre, on s'interesse a la decomposition du 
Sp (2ft, Fq) -module C[Sp(2n / F (? )/BSp(2n / F (? )] en sous-modules irreductibles, et a la mesure 
de probability de Plancherel sous-jacente. 

i. Cette identite decoule du resultat suivant : le polynome de Poincare Ylwew du groupe de Weyl (ici, 
W n ) evalue en q est toujours egal au cardinal de la variete de drapeaux (ici, Sp(2n,F ? )/BSp(2n / F i; )), et ce compte 
tenu de la decomposition de Bruhat et de Fidentite card B F wB F = q^ w ^ card B F . 
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La theorie d'lwahori-Hecke du paragraphe 7.2 s'applique, et Taction de Sp(2n,F ? ) sur 
C [Sp(2n, Fq) /BSp(2n, F ? )] admet done pour commutant l'algebre d'Hecke du groupe de Weyl 
du groupe de Chevalley Sp(2n / F (? ). Ce groupe de Weyl est le groupe hyperoctahedral 2U n , 
qu'on peut aussi voir comme groupe des permutations signees de taille n. En effet, le norma- 
lisateur du tore TSp(2n / F (? ) est le groupe des matrices de taille 2n x 2n qui s'ecrivent sous la 
forme 

/ M MD \ 

\ M na{n) J 

ou cr est une permutation de taille n indiquant la position des matrices M^m, et ou chaque 
M,v(j) est un bloc de taille 2x2 qui est de l'une des formes suivantes : 

M -(0=(o Ar 1 ) ou (a^ 1 o)- 

Le quotient W = N/T s'identifie done au produit en couronne (Z/2Z) I &„, e'est-a-dire, 
le produit semi-direct (Z/2Z)' 1 x 6 n , le groupe symetrique &„ agissant (a droite) sur les 
n-uplets (ei,...,e n ) G (Z/2Z)" par permutation des coordonnees. Nous noterons 2U„ = 
(Z/2Z)d(3„ ce groupe; les elements du groupe sont les couples ((ei, ... ,£„) G {±}", ere 6 n ), 
avec la loi produit : 

((£l,...,£„),cr) X 0„),t) = ((£ T(1 )0 a ,...,e T („)0 n ),crT) . 

On peut done voir les elements de 2U„ comme des permutations signees, e'est-a-dire des 
permutations de l'ensemble [— n, — 1] U [l,n] telles que o~(—i) = —o~(i) pour tout i. En effet, 
si g = ((±t)te[i,n]/ £r ) es t un element de 2U„, alors son action est donnee par : 

g(z) =±i<r(i) ; g(-z) = T, ^(0 • 



Le cardinal de 2H„ est 2" n ! ; plus generalement, le cardinal d'un produit en couronne 
(Z/rZ)' ! ? <5„ est r n n\. Determinons les classes de conjugaison de 2U„. Si g = ((£;);, c) et 
^ = ((0/)/,t) sont deux permutations signees, alors 

g = h- 1 gh = ((0-\ W )i,T- 1 ) X ((£ ; ) ;/ (T) X ((0 ; )„t) = ((^(Q^flOi/T-W) . 

Appelons cycle d'une permutation signee g = (e,c) un cycle de (7". Le calcul qui precede 
montre que les longueurs des cycles de g sont les memes que les longueurs des cycles de g. 
Fixons un cycle c = (x,cr(x), . . . ,a k ^ 1 (x)) de la permutation signee g. Le cycle correspondant 
pour g est T _1 (c) = (t" 1 (x),t" 1 (ct(x)),. . . , t' 1 (a*' 1 (x))) . De plus, si (e X/ e^ x y . . .,£^-1^)) 
est la suite des changements de signe de g le long du cycle c, alors la suite des changements 
de signe de g le long de t _1 (c) est : 

Les rapports de signes peuvent prendre n'importe quelles valeurs, a ceci pres qu'ils doivent 
former un cocycle : 



1 



\-V(i)) V T- l (a 2 {x)) y r-i(^(x)) 
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Autrement dit, le produit des changements de signe le long du cycle c pour g doit res- 
ter egal au produit des changements de signe le long du cycle t -1 (c) pour g. On conclut 
que les classes de conjugaison de W n sont indexees par les bipartitions de taille n, c'est- 
a-dire les paires de partitions (A, ]i) telles que |A| + \y\ = n. Les elements d'une classe de 
conjugaison C( A ^) sont les produits disjoints de cycles pairs de longueurs \\, A 2/ . . . , A r et de 
cycles impairs de longueurs . . . , ]i s . Plus generalement, les classes de conjugaison de 

W„ /r = (Z/rZ) I & n sont en bijection avec les families de partitions A = (A^, . . . , A^) telles 
que |AW| + • • • + |A^| = n. Nous noterons cet ensemble il est egalement en bijection 
avec les modules irreductibles sur 2H n// et nous noterons plus loin V A le module associe a 
une suite de partitions A S % hr . 



Vu comme groupe de Coxeter, le groupe hyperoctahedral 2U„ admet pour presentation 

W„ = (s ,s 1/ ...,s n -i), avec 

Vi^o, (s,) 2 = i 

Vi ^ 1, SjS i+1 Sj = s i+1 SjSj +1 ; sosxsosi = SxSoSiSo 
^ 2 SiSj = SjSi 

ou les s^i correspondent aux transpositions elementaires + 1) G &„ C W n , et ou So 
correspond au changement de signe ((— 1, 1, . . . , 1), idp „]). Compte tenu du theoreme 7.4, 
le commutant de Taction de Sp(2n / F (? ) sur le module de sa variete de drapeaux est done 
l'algebre d'lwahori-Hecke J^ q (W n ), de presentation : 

J^(2U„) = (T 0/ Ti,..., T n -x), avec : Vi ^ 0, (T f - q) (T f + 1) = 

TqTiTqTi = TiToTiIb 
V/ > 1, T(T i+1 Tj = T i+1 TjT i+1 
Mi,], >2^T i T ] = TjT. 

Cette algebre d'Hecke de type B a generiquement la meme theorie des representations que 
le groupe hyperoctahedral ; ainsi, pour q ^ qui n'est pas une racine non triviale de l'unite, 
les modules irreductibles V A (q) sur Jt? q (W n ) sont en bijection avec les bipartitions A G ^,2- 
De plus, C [Sp (2n, ) / BSp {In, F g ) ] se decompose en somme directe de (Sp {In, F q ) , (2U„ ) ) - 
bimodules irreductibles : 



Sp(2n ,^{C[Sp(2« / F (? )/BSp(2n / F (? )]}^ 



= E Sv^)r,{U K {q))® c {V\q)) 

Definition 9.1 (B-^-mesure de Plancherel). On appelle q-mesure de Plancherel de type B la mesure 
de probability sur les bipartitions associee a la decomposition du module de la variete de drapeaux 
C[Sp(2n,Fq)/BSp(2n,F 9 )] en composantes unipotentes irreductibles U A (q). Autrement dit, 

B dimV A {q) x dimU A (q) dim A x D A (q) 

V "* [ ) |Sp(2n,F 9 )/BSp(2n,F,)| {2n\\} q ' 

oil D A {q) est la dimension du Sp(2n,Wq)-module U A {q). 
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Donnons une expression plus explicite de cette nouvelle ^-mesure de Plancherel. Si A = 
(AW,A^) est une bipartition, nous la representerons par un bidiagramme de Young dont 
la partie superieure droite est le diagramme de Young de \\, et dont la partie inferieure 
gauche est le diagramme de Young de A2 renverse. Par exemple, le diagramme de Young de 
la bipartition ((4,3, 1), (5,2)) de taille 15 est : 



Figure 9.1 - Bidiagramme de Young de la bipartition A = ((4,3, 1), (5,2)). 



Pour tout entier n ^ 1, le groupe 2U n se plonge dans 22J„+i en envoyant generateurs sur 
generateurs. Dans ce contexte, les regies d'induction et de restriction pour les modules irre- 
ductibles sont tout a fait analogues a celles enoncees dans la proposition 1.4 pour le groupe 
symetrique. Ainsi, pour toute bipartition M € & n +i,2, 

ou la somme directe porte sur les bipartitions A obtenues en otant une case du bord inferieur 
gauche ou du bord superieur droit de M. Par la propriete d'adjonction, on a une description 
analogue d'un module induit de 22J n a W n+ \ a partir d'un module irreductible V A . Le dia- 
gramme de Bratteli des groupes hyperoctahedraux est done le produit gradue de deux arbres 
de Young, et : 

dim (a = (A (1) ,A (2) )) = nombres de chemins reliant (0,0) a (A (1) ,A (2) ) dans 

^ dim A 1 dim A 2 = 



l A(1) |y ' " n^eAW ^(^i) YianeAwHH) ' 

Les regies de branchement subsistent pour les algebres d'Hecke generiques J4? (W n ), done 
dimV A (q) = dim A peut comme dans le cas du groupe symetrique etre calculee a l'aide 
d'une formule d'equerres. Concernant les degres generiques D^(q), ils ont ete calcules en 
type B par P. N. Hoefmit, voir [Hoe74]. On renvoie egalement a [Ore99, Ianoi] pour une 
approche passant par la theorie des traces de Markov; le calcul mene dans ces articles est 
sans doute le plus simple permettant d'obtenir la formule donnee ci-apres. Si A et y. sont deux 
partitions, on note r = max(£(A) — 1, et on introduit les suites 

A = {A 1 +r,A 2 + r-l,...,A r+ i} = {a lr . . .,a r+1 } 
B = {fi 1 +r-l,fi 2 + r-2,...,fi r } = {fa,..., fa} 

etant entendu que les parts A, ou y,; peuvent etre nulles si l'indice est trop grand. Alors, la 
formule de Steinberg donnee dans la section 7. 1 admet pour analogue en type B : 



FEU CI* - 1 Yla>a^A t ~ U b >b^B <? ~ <f_ TlaeA,beB f + 



Ceci permet de calculer explicitement en fonction de q les B-^-mesures de Plancherel des 
bipartitions. 
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Exemple. Pour n = 2, la B-^-mesure de Plancherel a pour valeurs : 

Ml q {2,0) = l/(q A + 2q 3 + 2q z + 2q + l) 
M^(l 2 r 0)=q/(2q 2 + 4q + 2) 
Ml q (l,l)=q/(q 2 + l) 
Ml q (0 / 2)=q/(2q 2 +4q + 2) 
M\ q (0,l 2 ) = q A /(q i + 2q 3 +2q 2 + 2q + l) 



De nouveau, la ^-mesure de Plancherel de type B fait sens pour tout parametre reel positif 
q, et on a une propriete de symetrie analogue a l'identite M„ /q (A) = M n(? i(A') en type A. 
Ainsi : 

M^(A, F )=M^_V,A'). 

D'autre part, on peut comme en type A construire un processus markovien (A n ) n( z^ d'espace 
d'etats W 2 , et de lois marginales les B-^-mesures de Plancherel. La ^-probabilite de transition 
entre deux bipartitions est 

p,(A,M)= SlA/M ' 
sinon. 



Les premieres probabilites de transition du B-^-processus de Plancherel sont representees sur 
la figure 9.2. Notons que lorsque q tend vers 1, on retrouve les mesures de Plancherel usuelles 
des groupes hyperoctahedraux, qui verifient : 



D = 1 




Figure 9.2 - Degres generiques et ^-probabilites de transition sur les deux premiers niveaux 
du bigraphe de Young. 



Les expressions des probabilites de transition p q (A,M) peuvent etre simplifiees comme 
suit. On note r l'entier associe a une bipartition A pour le calcul des degres generiques. Si 
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M = (p^* ,fi( 2 >) est obtenue a partir de A = (A^ 1 ), A^ 2 )) en ajoutant une case a la l-ieme ligne 
de A^ 1 ) avec I ^ r + 1, alors 



p,(a,m) = {^Tjrfjr 



n 



iep,r+l] 



\ 



/ 



ou A = (a;)^ r+ i et B = (/3/Wr sont les coordonnees modifiees de la bipartition A. Si M est 
obtenue a partir de A en rajoutant une case a la r + 2-ieme ligne de A^ (qui etait vide), alors 



P,(A,M) 



,2r+l 



n 



n 



^+1 



1 nCii+l _1 I 11 „j6;+l , -1 



De meme, si M est obtenue a partir de A en rajoutant une case a la Z-ieme ligne de A' 2 ) avec 
/ ^ r, alors 



/ 



qP'^ 1 + q a > 



n 



qh - q^+ l 



\ 



V MJ / 



et si M est obtenue a partir de A en rajoutant une case a la r + l-ieme ligne de A^ 2 ' (qui etait 
vide), alors 



P«(A,M) 



9 



2r+l 



n 



n 



qPl - 1 



v!6 



L 1 _|_ 1 I I 11 „0;+l 1 I ' 



Avec ces expressions simplifiees des probabilites de transition, on peut aisement programmer 2 
le B-^-processus de Plancherel en sage. La figure 9.3 presente un bidiagramme de Young tire 



rn-r 











Figure 9.3 - Bidiagramme de Young aleatoire tire suivant la B-^-mesure de Plancherel de 
parametres q = 2/3, n = 200. Les parts de A sont (67,38,10,8,3,2,1) et (47,14,6,2,2). 



suivant la B-^-mesure de Plancherel de parametre q = 2/3. Donnons un autre exemple pour 
q = l/2: 

|A| = 200 ; A = (108,12,4), (47,25,3,1). 

Si Ton reordonne les parts des deux partitions, on obtient une partition dont les parts suivent 
approximativement une progression geometrique de parametre 1/2 : ainsi, 108 ~ 200/2, 47 ~ 



2. En type A, pour tirer aleatoirement un diagramme sous la q-mesure de Plancherel M„ ;f , on pouvait reali- 
ser le ^-processus de Rnuth jusqu'au rang n, puis projeter par l'algorithme RSK la permutation obtenue. II est 
vraisemblable qu'en type B, la B-g-mesure de Plancherel ^ soit aussi l'image par RSK d'une statistique sur les 
permutations signees de 2U H , mais ce probleme reste encore ouvert. 
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200/ 4, 25 ~ 200/ 8, etc. On devine done que les parts des deux partitions ont un comportement 
asymptotique identique a celui observe en type A. Ceci sera demontre dans la section 9.2. 

La repartition des parts entre les deux partitions de la bipartition — e'est-a-dire, quelle 
partition recoit la plus grande part, quelle partition recoit la seconde plus grande part, etc. — 
reste en revanche aleatoire lorsque n tend vers l'infini. Par exemple, la probability pour que la 
plus grande part de A se trouve dans la premiere partition A^, e'est-a-dire la probability 

M^[A?>A?), 

est asymptotiquement strictement comprise entre et 1 : ainsi, sur 10000 tirages de bidia- 
grammes sous la B-cj-mesures de Plancherel de parametres n = 200 et q = 1/2, 7934 biparti- 
tions avaient leur plus grande part dans A^ 1 ^, et 2066 bipartitions avaient leur plus grande part 
dans A^ 2 ). En particulier, la taille de la premiere part d'une des deux partitions, disons 
ne converge pas en probability vers une constante (contrairement a ce qui passe en type A). 

Essentiellement, ce phenomene est lie au fait algebrique suivant : le plongement canonique 
d'un produit de groupes hyperoctahedraux 2B ni x W„ 2 dans 2U n=ni+ „ 2 n'est pas compatible 
avec les structures de groupes de Coxeter, car l'element s' du second groupe W„ 2 , originelle- 
ment de longueur 1, est envoye sur 

S m ■ ■ • SiS S! • • • S ni , 

qui est de longueur 1n\ + 1. Dit autrement, le produit W ni x W„ 2 n'est pas un sous-groupe 
parabolique de < 28ni+n 2 r vorr [GPoo, chapitre 2] pour des precisions sur cette terminologie. 
Ceci conduit a la non-factorisation asymptotique des esperances de certaines observables de 
bidiagrammes, et done a la non-convergence de ces observables. Nous expliquerons ceci plus 
precisement dans le paragraphe 9.3. En particulier, nous enoncerons une conjecture concer- 
nant la valeur limite de la probability pour que la z'-ieme part de A = A' 1 ) U A^ 2 ) tombe dans 
A^ 1 ) (cf. la conjecture 9.8). Neanmoins, ceci ne determine que partiellement le comportement 
des deux partitions, car les variables de Bernoulli associees a ces evenements sont hautement 
non independantes. Dans les deux prochaines sections, nous verrons qu'en utilisant des tech- 
niques d'observables de diagrammes, on peut en theorie calculer tous les moments des lois 
limites regissant la repartition des parts entre les deux partitions. Mais malheureusement, il 
semble qu'il n'y ait pas de formule simple generale pour ces lois limites. 



9.2 Resultats asymptotiques pour la B-^-mesure de Plancherel 

Dans ce qui suit, on appelle observable de bidiagrammes une fonction sur les bipartitions 
qui est combinaison lineaire de moments mixtes 

p /<(1V2) (A=(A( 1 ),A( 2 ))) =p F(1) (AW) x ^(A^), 

i.e., une combinaison lineaire de produits de moments de Frobenius de A^ 1 ) et de moments 
de Frobenius de A^ 2 ). L' ensemble des observables de bidiagrammes forme une algebre €^ ~ 
& <8>c @i e t les moments mixtes (pm)mg^x?^ constituent une base de <^ B . Comme dans le 

137 



Chapitre 9. Asymptotique des mesures d'induction parabolique. 



chapitre 2, on peut donner une autre base de & dont les evalutations sont des valeurs re- 
normalisees de caracteres irreductibles, et qu'on peut interpreter comme elements de la sous- 
algebre des invariants d'une algebre des permutations partielles signees. Pour commencer, 
donnons un bref expose de la theorie des representations des groupes hyperoctahedraux. Si 
A = (A^\A^) et M = (p^ 1 ',^ 2 ') sont deux bipartitions de meme taille n, on note g A (M) la 
valeur du caractere irreductible non normalise de 2U n de type A en une permutation signee 
de type M. Alors, on peut donner pour g A (M) une formule de Frobenius analogue a celle du 
paragraphe 1.4. Ainsi, si X et Y sont deux alphabets independants, 

g A (M) = (s A(a) (X) s A(2) (Y) I p fi(1) (X + Y) Pf|(2) (X - Y) ) 

etant entendu que A(X) ® A(Y) est muni du produit tensoriel des produits scalaires sur A(X) 
et A(Y). Plus generalement d'ailleurs, pour un produit en couronne W„ /r = (Z/rZ) I & n , on 
peut donner une formule de Frobenius dans l'algebre (8>;=i A(Xy), voir [Mac95, appendice B]. 
Ainsi, etant donnes des alphabets independants X\,. . . ,X r et une racine primitive r-ieme de 
l'unite [,, notons : 

x r ) = £c li p k (Xj) 

7=1 

pm(xi x r ) =n p 2)( x i x r) =n n p{ <o( x i x >o 

i=l F i=l ;=l 

S A (Xi,...,X r ) =ns A ( (Xi) 
(=1 

ou A = (AW, .../AW) et M = . . . sont des r-uplets de partitions dans La 

formule de Frobenius pour les caracteres de 2U M/r s'ecrit alors : 

VMef v , P M (Xi,...,X r ) = X] G A (M)S A (X 1/ ...,X ) .). 
On retrouve la formule pour les caracteres du groupe hyperoctahedral en posant r = 2 et 



Comme dans le paragraphe 2.3, on appelle permutation partielle signee d'ordre n la don- 
nee d'un couple {(T,S), ou S est une partie de [l,n] et cr appartient a 2Hs. Dit autrement, 
est un element de W n tel que a(i) = i pour tout i £ S. La construction ferait egalement sens 
dans un produit en couronne general W H/r , voir [Wano4, §5]. Le produit de deux permutations 
partielles signees est de nouveau defini par 

KS)(t,T) = (crr,SUT). 

L'algebre (complexe) ^ B du semi-groupe correspondant a ces objets et a ce produit se projette 
sur l'algebre de groupe C2U )3 en oubliant les supports des permutations partielles signees, 
et exactement comme dans le paragraphe 2.3, on peut construire une limite projective = 
Hm^ oo 33^ dans la categorie des algebres filtrees ; ses elements sont les combinaisons lineaires 
eventuellement infinies de permutations partielles signees (sans restriction sur le support). 

Le groupe 2Boo = lim^ >03 2ffn agit par conjugaison sur les elements de £3^, et la sous- 
algebre des invariants gf^ = {BS^) 2X100 est une algebre commutative engendree lineairement 
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par les sommes formelles infinies L M = E (i) ( 2 ) de permutations partielles signees du type 

n ( e - Ki ° n (V > | l^u 1 ^^)} 

ou les aft et les sont des entiers tous distincts, et ou 

e,- = e(fl /# i) e(fli, 2 ) • • • e(a (1) ) ; % = 0(&y #1 ) 6(b ji2 ) ■ ■ ■ 9(b (2) ) 

sont des elements de (Z/2Z)(°°) C 2Uco tels que le produit des signes d'un e,- soit +1, et le 
produit des signes d'un 0y soit —1. Ainsi, le premier produit correspond a des cycles pairs 

de longueurs et le second produit correspond a des cycles impairs de longueurs u- 2 \ Si 

(p n est la projection canonique — > alors ^>„(Lm) est donne par la meme somme, mais 
avec les entiers et b ki \ restreints a l'intervalle [l,n]. En particulier, le nombre d'elements de 

(p n (Z M ) est 

2 |^)|_^W )+b W|_ i&( P)) n(n _ 1} . . . (n _ )M | + 1} 

Par consequent, si 7r„ designe la projection canonique ^ — > C2B„ correspondant a l'oubli des 
supports, alors %„ = n n ((p n (EM)) vaut si n < |M| = I//' 1 ) | + |, et dans le cas contraire, 
c'est un multiple de la classe de conjugaison C (i) u1 „-|m| ^p) : 

y _ >y\M\-e(M) „l\M\ r 

ou pour toute bipartition A, Ca = CA/card Ca- Comme en type A, ceci permet d'evaluer un 
element Em contre une bipartition A G 3^,2 : 

Z M (A)=x A (Z M ,n), 

ou ^ A designe le caractere irreductible normalise, c'est-a-dire que (dim A) x A = £ A - 



De nouveau, il n'est pas du tout evident que ces evaluations definissent des observables 
de bidiagrammes dans ^ B = C[(pm) MeWx^] - Ce point est une consequence des deux lemmes 
suivants : 

Lemme 9.2 (Caractere central d'un cycle impair ou pair). Pour tout entier k et toute bipartition 
A= (A( 1 ),A( 2 )),onfl: 

L 0ik (A)=2 k - 1 (L k (\W)-L k (\W)). 



Lemme 9.3 (Graduation sur l'algebre des permutations partielles signees et factorisation en 
plus haut degre). Pour toute bipartition M, on pose degZw = |M|. Ceci definit une graduation 
d'algebres sur stf^, et pour toutes bipartitions M\ et M2, 

Lm 1 * Em 2 — ^m 1 um 2 + (termes de degre inferieur) . 
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Preuve du lemme 9.2. Supposons dans un premier temps |A| ^ k. La formule de Frobenius en 
type B assure que : 

g A (kl n - k ,0) = (s A(1) (X)s A(2) (Y) I Pk (X + Y) (p l( X + Y))^) 

= (s A(1) (x) s A(2) (y) I p k (X) ( Pl (X + Y)y- k ) 

+ (s A(1 ,(X)s A(2) (Y) p,(Y)( Pl (X + Y))"- iN 



Examinons le premier terme de la derniere expression. Si |AW| < k, alors la partie droite du 
produit scalaire n'a aucun terme de degre |AW| en X et de degre |A( 2 )| en Y. En effet, en 
developpant la puissance de pi(X + Y), on n'obtient que des termes de degre superieur a k 
en X. Le premier terme est done nul si | A^ 1 ) | < k, et dans le cas contraire, il vaut 



E ( H r k ) (s A(1 ,(X)s A(2) (Y) I p kv (X)p ln - k -r(Y)) 

r=0 V r / 

UWI -k) ( s a(d( x ) s aP)(Y) I p fcl | A (i) h;t (X)p i|A(2 ) | (Y)^ 



n — k 
V(i)| - 

]A n { - k _ k ) (dimA^)^(Hl^l^). 
Si l'on multiplie par le facteur ^ = |^ a w ) ( d l! aW) - on obtient donc 

|A«|* GA(1 d ^'^|' /C) = |A«p A A(1) (fcl |A(1)hfc ) = **(A (1) ), 

et d'apres ce qui precede, le premier terme renormalise par ce facteur vaut aussi E k (A^) = 
lorsque |AW| < k. De facon symetrique, le second terme multiplie par ( ^ mA donne I^(A( 2 )), 
et ce quelque soit la taille de A^ 2 ). Ainsi, si |A| ^ k, alors 

1 k 

E K0 (A) = 2 k - 1 ^ x g A (klM- k ,0) = 2 k -\L k (AW)+Z k (\W)) . 

Si I A| < k, alors le terme de droite est par definition nul, et les deux termes E k (A^) et E k (A^ ) 
le sont egalement, car |AW| ^ |A| < k et |A^| ^ |A| < k. Lidentite reste donc vraie pour 
|A| < k. Finalement, le cas de E j c (A) se traite exactement de la meme facon, en remplacant 

p k (X + Y) par p k {X-Y). □ 

Preuve du lemme 9.3. Le principe est exactement le meme qu'en type A. Le degre defini dans 
l'enonce du lemme 9.3 est la restriction a =e^° du degre sur defini par deg(y, S) = |S|. Or, 
etant donnees deux permutations partielles signees (a, S) et (t, T), on a 

deg((<7-,S)(T,r)) =deg((7T,SUT)| = \SUT\ ^ \S\ + \T\, 

avec egalite si et seulement si S et T sont disjoints. L'inegalite assure deja que 

deg(£ Ml * L Ml ) ^ degZ Ml + degi: M2 . 

Lorsqu'on developpe le produit de Em 1 par Em 2 , les produits d'une permutation partielle 
signee (a, S) de type M\ avec une permutation partielle signee (t, T) de type M2 de support T 
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disjoint de S donnent des permutations partielles signees de type Mi U M2. Ainsi, ces produits 
contribuent a un terme Em- 1 um 2 , et les autres produits sont de degre inferieur a \M\ | + \M2 1 — 1, 
car ils correspondent a des ensembles non disjoints. Ainsi, 

deg(Z Ml * Em 2 ) = degZ Ml +degL M2 , 

et le terme de plus haut degre est bien Em 1 um 2 - □ 



Proposition 9.4 (Algebre des observables de bidiagrammes). Les symboles Em appartiennent a 
I'algebre B des observables de bidiagrammes, et ils enforment une base lineaire lorsque M parcourt 
& x De plus, Em = £„(i) „(2) a meme composante de plus haut degre que 

Demonstration. Grace au lemme 9.3, pour montrer que les Em appartiennent a <^ B , il suffit de 
traiter le cas des symboles E k/0 et E 0/k . En effet : 

Xyi)y 2) = ^Il^puJ ^fl 2 ^,,,] 2 ^ + ( termes de de g re inferieur) . 

Or, on sait en type A que E k est une certaine combinaison lineaire d'observables p ? „ avec 
comme terme de plus haut degre p k (cf. la proposition 2.2). En utilisant le lemme 9.2, on voit 
done que : 

E k/0 = 2 k ^ 1 (p k/0 + p 0/k ) + (combinaison lineaire de p H/0 et de p 0/H avec \u\ < k) ; 
E 0/ ]c = 2 k ~ l (p ki0 — P0,k) + (combinaison lineaire de p }lf0 et de p 0i]l avec \u\ < k) . 

Ceci prouve presque immediatement l'ensemble de la proposition. Ainsi, l'identification ~ 
g/oo en type A reste vraie en type B, avec (f 6 ~ □ 



Finalement, on peut comme dans le paragraphe 8.1 quantifier la base (^m)mg^x^ et 
introduire des observables (-Em^mg^x?^ adaptees a la deformation de C2U„ en Jif q (W n ). 
Pour toute partition u, on note }i la suite (u r ,u r -\,. . . ,U\). Alors, si M = (^\yS 2 >) est un 
bipartition de taille n, on note o~m la permutation signee 

n (^r^aTT, + • • • + ^ + 1 + • • • + ~u? ] )) 

x fi (0, (i^i + ^ 1 if (2) i + rf } + • • • + 

;=1 

ou k = (1, . . . , 1, — l(jt)/ !/•••/!) € (Z/2Z)", avec pour convention = (1, . . . , 1). La permuta- 
tion (7^ est de longueur minimale 3 dans la classe de conjugaison Cm- 

Exemple. Si M = (2,2, 1), (3,2), alors cr M = I (1,2) 3 (3,4,5) (6, 7) (8, 9) (10) . 
3. Cette longueur minimale vaut + |^( 2 '| + 2b(}i ( - 2 '>) - l(y$)). 
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On note Tjvi l'element correspondant a c M dans J4?q(%B n ), c'est-a-dire l'element qui a la 
meme decomposition reduite. Comme en type A, les caracteres irreductibles X A {q) son t entie- 
rement determinees par leurs valeurs en les Tm, voir [GPoo, §8.2]. Ainsi, la table des caracteres 
de l'algebre d'Hecke de type B ,^f q {W n ) est la matrice {x A (q, Tm) = A A (<?>M))m6#; i2 - O n P ose 
alors : 

f 2 \M\-£(M) n i\M\ x A {q,M) sin = |A| ^ \M\, 
sinon. 



^m,,(A) 



Pour q = 1, on retrouve les caracteres centraux signes Em- Pour q generique, il n'est pas clair 
que les symboles Lmj forment une base de (f 6 , et d'ailleurs c'est seulement une conjecture 
(nous donnerons plus loin les formules de changement de base pour n ^ 2). En effet, on 
ne connait pas en type B de formule de Frobenius pour les ^-caracteres, ou de formule de 
changement de base entre caracteres et ^-caracteres. Pour cette raison, la technique des obser- 
vables de bidiagrammes ne donnera pour l'instant que des resultats partiels (essentiellement, 
seulement des resultats decoulant du comportement asymptotique en type A). 

Lemme 9.5 (Restriction d'un module irreductible de 2U„ a &„). Soit A = (A^, A^ 2 )) une bipar- 
tition, et V A le CW n -module irreductible correspondant. On note cL. (!) les coefficients de Littlewood- 
Richardson du produit defonctions de Schur s A (i> s A ( 2 ), c'est-a-dire que 

Saw ( x ) s aP) ( x ) = E c !(i)A(2> s "( x ) • 

V 

he module restreint Res™"(V A ) admet pour decomposition en irreductibles : 

Resg : (V A ) ^ cs „ C v WAW V\ 

V 

Le resultat reste vrai pour les modules sur les algebres d'Hecke J^(W„) et Jfq(& n ). 

Demonstration. Les regies de branchement pour les modules de groupes de Coxeter et les 
modules de leurs algebres d'Hecke sont identiques, voir par exemple [GPoo, chapitre 7]. II 
suffit done de demontrer le resultat pour les groupes 2U n et &„. Le caractere irreductible 
associe a A et evalue en une permutation (non signee) a G & n de type cyclique p s'ecrit 

(Resg«(g A )) (p) = <s aW (X)s aW (Y) I p,(X + Y)> . 

Remplacons provisoirement le produit de fonctions de Schur s A (i) (X) s A p) (Y) par un produit 
de fonctions puissances p A p) (X) p A(2) (Y), et calculons le produit scalaire 

S = <p A(1) (X)p A(2) (Y)|p,(X + Y)>. 

On note p = (pi,. . . ,u r ), et pour toute partie I C on note Ui la partition obtenue en 

prenant les parts p ; - avec i € I, et py la partition obtenue en prenant les parts p ; - avec i £ I. 
Alors, en developpant la fonction p /( (X + Y), on voit que 



E (Pa(i)( x )Pa(2)( y ) Pw(X)p^\i(Y))= E ^W^aW^w^wZaW- 



Si la partition A^ U A^ 2 ) n'est pas egale a p, tous les termes de la somme sont nuls. Sinon, 
il n'est pas difficile de voir que le nombre de parties I tel que A^ = u\ et = p\j est 

Zj,/ (z A (i) z A <2) ), de sorte que S = z^. Dans tous les cas, on a done 

s = (PaWuaW I P/<> = <PaW Paw I Pf) • 
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Maintenant, comme les p\ forment une base de l'algebre A, pour toutes fonctions symetriques 
h, k et I, 

(h(X)k(Y)\l(X + Y)) A(mA(Y) = (hk\l) A . 
En prenant h = s A (i), k = s A(2 ) et I = p^, on obtient done : 

V 

= (e c 1 (1 »a( 2) A GO • 

Comme les caracteres caracterisent les modules sous-jacents, ceci conclut la preuve du lemme. 

□ 



Proposition 9.6 (Quantification partielle de la base des caracteres centraux signes). Pour toute 
partition u, le symbole Er„ m ),a es t une observable de bidiagrammes dans €? B ', et plus precisement une 
combinaison lineaire d'observables £ v ,0- La relation de changement de base entre ces observables de 
bidiagrammes est essentiellement la meme qu'en type A : 

VpeSjt, ( q -i)M V 

1* ^ > ^ ( Pp 1 Vp ) w } 2 \p\- f (p) 

Demonstration. II suffit de montrer que pour toute bipartition A, la formule donnee dans 
l'enonce et evaluee en A est vraie. Si |A| = n < k, e'est evident. Sinon, on peut ecrire : 

{q L) 2\A-m ~ [q iJ n dimA 

_ dimv / _ <w 4| , S ^( ?/ (yUl"-IH /0 )) \ 

-1, c aWaP) dimA iJ « diml/ J- 

A 1/ fixe, le terme entre parentheses dans la somme est (q — Z^(v),, et on peut utiliser 
la formule de changement de base en type A donnee par la proposition 8.1. L'expression que 
Ton souhaite calculer devient done 



dimv / (h, I pp) _ , , , £%pUPj; 
2^ C A(DaP) h^Ta" 2^ /« I « \ w ^ n 



'A (1 )A( 2 ) dimA ^ <pp | ppV ^ dim| , 

et en intervertissant les sommes, on retrouve 

r & 1 Pp) ^ - 1) n^l e A (^(pUl nHp U)) 

e'est-a-dire le terme de droite dans la formule de l'enonce. Notons que la forme exacte donnee 
par le lemme 9.5 de la restriction d'un 2U„ -module irreductible en un 6„-module n'a pas 
reellement servi : ainsi, on aurait pu ecrire la preuve sans connaitre precisement les coefficients 

t A( 1 )A< 2 )- U 
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Comme dans le chapitre 8, on envisage maintenant les observables de bidiagrammes et les 
symboles Emj (qu'il s'agisse ou non d'observables dans ff B ) comme des variables aleatoires 
sous la B-^-mesure de Plancherel M^ „. Comme en type A, cette B-^-mesure de Plancherel peut 
etre interpreted comme le poids des ^-caracteres irreductibles normalises X A ( C ]) dans la trace 
canonique de l'algebre d'Hecke J$?q(%8 n ) : 

r{T a ) = V=id M ) ■ 
Par consequent, l'esperance d'un symbole Em „ est : 

fn± k siM=(0,l fc ), 
I smon. 

Les memes raisonnements qu'en type A permettent des lors d'etablir : 

Theoreme 9.7 (Asymptotique de la B-^-mesure de Plancherel). On suppose q < 1. Soit A = 
(A^\ A( 2 )) une bipartition aleatoire tiree sous la B-q-mesure de Plancherel M^, et A = AW U A^ 2 ) la 

partition obtenue en reordonnant les parts de AW et les parts de A^K Pour tout i ^ 1, 

De plus, les deviations des parts renormalisees A,/n sont gaussiennes, et elles suivent les memes lois 
qu'en type A (voir le theoreme 8.7). 



La preuve reprend essentiellement les arguments du chapitre 8. Ainsi, en inversant la 
formule de changement de base donnee par la proposition 9.6, on obtient une expression 
exacte pour l'esperance de E^g : 



E 



1-qf 



Comme en type A 4 , l'ordre de grandeur de l'esperance d'une observable de degre d est 
un 0(n d ). Par consequent, on peut remplacer dans les estimations une observable de bidia- 
grammes par une autre observable de meme composante de plus haut degre, et compte tenu 
de la proposition 9.4 : 



E 



70*) 

EI VmA 

(=1 



qf 



+ 0(n- 1 ). 



La meme preuve qu'en type A assure done la convergence en probability 

PkA A ) + P ,/c(A) _ p k {\®) + p k (A^) k (1 - q) k 



ML 



Or, pu(A = AW U A^ 2 )) est quasiment egal a pjt(AW) + pjt(A( 2 )) ; en effet, les coordonnees de 
Frobenius de A sont a un decalage pres obtenues en prenant la reunion des coordonnees de 



4. Pour demontrer ceci, il convient d'utiliser la remarque generale faite apres la demonstration du lemme 8.3. 
En particulier, on ne peut pas adapter la preuve du lemme 8.3, car on ne connait pas a priori de formule generale 
pour E [E M ] ■ 
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Frobenius de et des coordonnees de Frobenius de A^- 2 \ II est done aise d'adapter la preuve 
du theoreme 8.5 pour montrer que 

7 -^mb, (1 - q) t l 

pour tout entier i plus grand que 1. Nous laissons les details techniques au soin du lecteur ; il 
n'y a aucune subtilite supplementaire par rapport au cas traite dans le chapitre 8. De meme, 
la deviation gaussienne s'obtient en demontrant les exacts analogues des lemmes 8.9, 8.10, 
8.11 et 8.13. Par rapport au type A, la seule legere difference est la description du produit de 
deux observables Em 1 ^m 2 a l'aide d'appariements. En effet, le type du produit d'un element 
{{ £ i,j> a i,j}i,j) de type M\ avec un element ({9k,ubk,i}k,i) de type M2 ne depend pas seulement 
des eventuelles egalites au = bkj, mais aussi des signes £u et Par exemple, dans le produit 
£0,2 £0,2, les deux termes 

(T, (1,2)) x (T, (1,2)) et (I, (1,2)) x (2, (1,2)) 

correspondent au meme appariement de taille 2 des au avec les b^i, mais le premier produit 
vaut 

(12,(1) (2)) 

et est de type cyclique (0, l 2 ), tandis que le second produit vaut 

(1)(2) 

et est de type cyclique (l 2 , 0). Ainsi, l'appariement partiel determine bien la partition y. = 
p 1 ) U ^( 2 ) dont les parts sont les tailles des cycles pairs et impairs de la permutation signee 
produit (ici, ]i = l 2 ), mais il ne determine pas a -priori la parite des cycles correspondants : 
les parts de ]i peuvent tomber dans yy> ou ji^ 2 \ Par consequent, l'analogue du lemme 8.11 
en type B s'enonce comme suit : le produit Zm %n de deux caracteres centraux est egal a la 
somme 7J S Dr(s) de caracteres centraux de type B, ou S parcourt l'ensemble des appariements 
partiels signes entre l'ensemble l& des indices des a (les entiers apparaissant dans les cycles 
des permutations partielles signees de Em) et l'ensemble Ig des indices des b (les entiers appa- 
raissant dans les cycles des permutations partielles signees de E^). Ici, par appariement partiel 
signe, on entend un appariement partiel et la donnee d'un nombre suffisant de signes pour 
distinguer les cycles pairs des cycles impairs. Nous ne preciserons pas plus cette definition, 
mais nous allons traiter un exemple en detail. 

Exemple. Detaillons le calcul du produit E^ 2 ) i0 E ^ 3 y L'ensemble d'indices Ia est {1,2}, et 
l'ensemble d'indices I B est {1',2',3'j. 

1. Si les arrangements A = {a.\,a'i) et B = (b\, br, £73) sont disjoints, alors 

(e Ar (fli,fl 2 )) (eB,(h,fa,h)) 

est le produit disjoint d'un 2-cycle pair par un 3-cycle impair, done est de type cyclique 
((3), (2)). L'appariement partiel vide correspond done au caractere central Z( 2 ),(3)- 

2. Si A et B ont un point en commun, on peut a symetrie pres supposer que e'est a\ =b\. 
Alors, 

(£«!£&!, (fli/61)) x (6 bi e h e h , (b lr b 2 ,b 3 )) = ((p ai <p bl <p b2 <p b3 , {a l ,bi,b 2 ,h)) 
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est un 4-cycle, avec les signes <p ai = e ai , (p bl = 9 bl , (p bl = 9 bl et (p b3 = e bl by Le produit 
des signes le long du cycle est done 

(e fll e 6l ) {e bl e b2 e b3 ) = (-1) x (1) = -1, 

i.e., on a forcement un 4-cycle impair. Les 6 appariements partiels de taille 1 apportent 
done une contribution 6 E uy 

3. Finalement, si A et B ont deux points en commun, on peut a symetrie pres supposer que 
e'est fli = b\ et a 2 = b 2 . Alors, 

(£ h e h , (h,b 2 )) x (6 bi e b2 9 b3 ,{b 1 ,b 2 ,b 3 )) = [<pb^b 2 <Ph,{h){Hh)) 

avec les signes (p bl = £ bl 6 bl , (p bl = 9 bl et (p b3 = e bl 9 b3 . Comme le produit de tous les signes 
est impair, le type cyclique est done ((1), (2)) ou ((2), (1)). Pour determiner quel type 
on obtient, il faut par exemple connaitre simultanement e bl et 9 bl ; on connait alors la 
parite du 1-cycle, et done le type cyclique global. Les 6 appariements partiels de taille 2 
apportent done 6 x 2 2 = 24 termes, qui se repartissent en 12Lh\ r 2 ) + 12Z/ 2 ) m- 

Ainsi, Z( 2 ) /0 H 0/ (3) = £(2),(3) + 6£ 0/ (4) + 12E^ 2 ),(i) + 12E^^ 2 )- Notons que si Ton projette 
l'algebre 3^ sur SS^ en associant a une permutation partielle signee ((£, a), S) la permutation 
partielle (cr,S), alors l'image d'un caractere central de type B ( 2 ) par cette projection est 
le caractere central de type A 

L'identite que Ton vient d'obtenir est done compatible avec la relation etablie en exemple 
apres le lemme 8.11 : L 2 £3 = £3^ + 6 Z4 + 6 L 2/ i. 



Comme en type A, dans un produit = 7J S Z R ^ s y le degre d'un terme E R r s \ corres- 

pondant a un appariement partiel signe S est |M| + \N\ — \S\. De plus, lorsqu'on effectue un 
produit de caracteres centraux de cycles pairs Zn\ et Lr m \ , tous les appariements partiels 
de taille 1 donnent un caractere central £(/+ m _i),0. En effet, etant donnes deux cycles pairs 

(«!,..., ai)) et (6 h ■ ■ ■e Kr (bi,... r b m )) 

s'intersectant en un seul point a.\ = b\, le produit des cycles est 

((p ai ■ ■ ■ (pa^rfb! • • • <Pb m ,{a x ,-- • • • ,b m )) 

avec les signes <pa Kl ^ = £«,, <Pb K , n _ l = h ! et (p bm = £afib m - Comme les deux cycles etaient pairs, le 
produit des signes du cycle produit est encore pair, et le type cyclique estbien ((/ + m — 1), 0). 
En sommant sur les ml appariements partiels de taille 1, on obtient done le developpement : 

£(/,0) £(m) /0 = £(!,m),0 + ml £(l+m-i),0 + (termes de degre inferieur a / + m - 2) . 



Compte tenu de la proposition 9.4, les observables interessantes pour l'asymptotique des 
lignes de la bipartition sont les E^/l^^^K Or, en divisant l'identite precedente par 2 I+m ~ 2 , 
on obtient : 

^ (7 ) (77I) ^ (I Tit ) (l-\-TTl 1)0 

—7^ — ' ' = , ,' ' + ml —^7- t — V (termes de degre inferieur a / + m — 2) , 
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ce qui est l'exact analogue du developpement obtenu dans le chapitre 8 pour les produits 
de caracteres centraux de cycles. On peut done raisonner exactement comme dans le para- 
graphe 8.3, e'est-a-dire calculer les cumulants joints des caracteres centraux des cycles pairs 
(on a les memes estimations qu'en type A), etablir leur deviation gaussienne et en deduire la 
deviation gaussienne des lignes en associant a chaque bipartition une mesure de probabilite 
sur [—1,1], et en montrant le caractere gaussien de ces mesures aleatoires. De nouveau, les 
details sont laisses au lecteur ; le seul point qui nous semblait nouveau et non evident etait le 
developpement du produit des caracteres centraux de type B demontre ci-dessus. 

9.3 Caracteres des algebres d'Hecke de type B et repartition 
des parts 

Dans tout ce paragraphe, on suppose de nouveau q < 1, l'autre cas s'en deduisant par une 
symetrie des bidiagrammes. Le theoreme 9.7 assure que dans l'algebre d'observables un 
sous-espace d'observables converge en probabilite apres renormalisation par n de ^'\ et ces ob- 
servables renormalisees sont concentrees gaussiennement autour de leurs valeurs moyennes. 
Ce « coeur gaussien » permet de comprendre l'asymptotique des tailles des parts d'une bipar- 
tition sous la B-^-mesure de Plancherel. Ceci etant, si Ton souhaite maintenant comprendre 
precisement quelles parts tombent dans quelle partie de la bipartition, il est necessaire de 
sortir du coeur gaussien et de considerer par exemple des observables du type : 

^(L K0 (A) +L , k (A)) = Et(\M) ~ p fc (A«) 

II est done tentant d'etablir une formule generale pour l'esperance d'un caractere central 
quelconque Or, les seules « observables » dont on sait calculer les esperances sous la 
B-^-mesure de Plancherel sont pour l'instant les symboles quantifies Zm,^ comme dans le 
paragraphe 8.1, on doit done etablir des relations de changement de base entre les et les 
Zm,o qui generalisent celles donnees par la proposition 9.6. Ceci revient a decomposer dans la 
base des p M (X, Y) des fonctions multi-symetriques ^(X,Y,q) telles que : 

VA,M, g A (q,M) = <s A (X,Y) | q M (X,Y,q)) A{mA{Y) 

Par la formule de Frobenius pour les caracteres de 2U„, la specialisation en q = 1 des fonctions 
qM est *7m(X, Y,q) = Pm{X,Y), et d'autre part, la proposition 9.6 peut etre reinterpretee en : 

(fy ;0 (X,Y ',q) = q H {X + Y,q), 

ou les fonctions q }l sont celles introduites dans le paragraphe 7.3. 

Pour calculer en pratique les fonctions qu, on peut utiliser la formule de Murnaghan- 
Nakayama pour les caracteres d'algebres d'Hecke J^(2U n ) ; une telle formule est demontree 
par A. Ram et T. Halverson dans [HR96], et on renvoie egalement a [GPoo, chapitre 10]. Ainsi, 
siM = (ii^lfiW) avec = r et ^0 (2) ) = s, alors g A (q,M) est egal a 

X] A(Ai \ A ) • • • A (A,- \ A r _!) A(A r+1 \ A r ) ■ ■ • A(A r+s \ A r+S _0 , 

(0,0) =A C A 1 C -CA r+s =A 

la somme etant effectuee sur les suites de bipartitions telles que A, \ A,_i soit composee de 
deux rubans (eventuellement non connexes) de poids total ^- pour i ^ r, et pour i > r. 



147 



Chapitre 9. Asymptotique des mesures d'induction parabolique. 



Les poids A et A s'expriment en fonction des formes des rubans, voir [HR96, theoreme 2.22] ; 
nous ne rentrerons pas dans les details 5 , et nous nous contenterons de dormer les tables de 
caracteres qui se deduisent de ces formules pour n = 1,2, voir la figure 9.4. 



^(2Bi) 


(1),0 


0,(1) 


(1),0 


1 




0,(1) 


1 


-1 





(1^,0 


(1M1) 


0,(1^) 


(2),0 


0,(2) 


(1^,0 


1 


<7 


? 


-1 


-<? 


(1)/(1) 


2 


q-1 


-2? 







0,(1^) 


1 


-1 


1 


-1 


1 


(2),0 


1 


<7 


<? 4 




<? 2 


0,(2) 


1 


-1 


<? 2 


<7 





Figure 9.4 - Tables des caracteres des algebres d'Hecke (2U„ ) pour n ^ 2. 



La fonction ^m(X, Y,^) est egale a La £ ^ i2 g A (^,M) s^(X, Y). En decomposant ^m(X, Y,^) 
dans la base (pm(X,"^))m/ on obtient une expression des ^-caracteres de J^(2H n ) en fonction 
des caracteres de 2B n , qu'on donne ici pour les caracteres renormalises de degre inferieur a 2 : 



q {1)i0 {X,Y,q) = Vl (X + Y) ; q 0i{l) (X,Y ,q) = Pl {qX -Y) ; 
q {1 2 h0 (X,Y,q) = p l2 (X + Y) ; q W>W (X, Y,q) = Pl (qX - Y) Pl (X + Y) ; 

^ 0/(l2) (X, Y, 9 ) = £±* p l2 ( 9 X -Y)+q{q-\f Vl (X) p a (Y) + tz± p ^ qX - Y) ; 

q { 2)A X ' Y,q) = q -^ Vl2 {X + Y) + q -^p 2 {X + Y) ; 

q , { 2)(X,Y, q ) = q —± ( W (X) - p l2 (Y)) + i±* ( 9Pz (X) - p 2 (Y)) 



£((1),0),<? = £(!),£ 



J (0,(l))^ 



J (^(l 2 )),? 



(9 2 ~ I) 2 , 

8 ' 
, (9 2 -l) 2 



j (i 2 ),0 



+ 



J ((i),(i)),<? 
9 4 -l, 



9-1 



2 ; 



2 -(12),0 + ;L 2" Z (i),(i) 
^ 4 + 6^ 2 + l 



+ 



J 0,(i 2 ) 



J (2),0 



+ 



9 4 "1 



-0,(2) 



5. On notera que dans l'article [HR96], la presentation de l'algebre d'Hecke de type B est differente de celle 
que nous donnons page 133, et Ton doit modifier en consequence toutes les formules. D'autre part, la definition 
des coins sharp et dull donnee dans l'article ne tient pas compte des cas pathologiques, par exemple lorsque le 
ruban considere est reduit a une case ou a une seule ligne ; nous avons du refaire tous les calculs compte tenu de 
ces imprecisions. 
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£((2),0),g - (<? - 1) ^(i 2 ),0 + ^(2),0 ; 

_(?-l) 2 „ <? 2 -!v (^-!) 2 v 
L (0,(2)),q ~ 4 + + 4 £ 0,(1 2 ) 

+ —4— ^(2),0 + 4 ^0,(2) • 

Contrairement a ce qui se passe en type A, les fonctions multisymetriques qM{X,Y,q) ne 
factorisent pas, c'est-a-dire que 

q M (X,Y,q)^ n <? ( u)( X ^<?) EI 

!=1 ? '< ;=1 

Par exemple, ^ m) (X, Y, q) n'est pas du tout egal a (q 0/ i(X, Y,q)) 2 . Comme mentionne plus 
haut, ceci est lie au fait que le produit de groupes hyperoctahedraux 2B,„ x 2JJ n dans 2Um+u 
n'est pas un sous-groupe parabolique. Ainsi, on a besoin de tous les generateurs de %8 m+n 
pour ecrire les elements de 2U m x 2U n . Neanmoins, si Ton considere un produit 2U m x <5„, 
alors ce groupe est bien un sous-groupe parabolique de 2B m+n (on enleve le generateur s„). 
Ceci implique une factorisation partielle des polynomes qM{X,Y,q) : 

( ?M=( f( (D /F (2)) ( x ' Y > l) = %m ( x + Y > l) x <?0,,,<2) i x ' Y ^)- 

ou q^i) est la deformation de p^p) introduite dans le paragraphe 7.3. Le probleme se ramene 
done au calcul des polynomes q ^ 2 ){X,Y,q) ; dans le cas general, on ne sait pas faire ce 
calcul, mais des experiences numeriques nous ont neanmoins permis d'etablir une conjecture 
interessante pour la repartition asymptotique des parts d'une bipartition sous la ^-mesure de 
Plancherel. 



En effet, en petit degre, on a pu inverser les relations entre ^-caracteres et caracteres, 
c'est-a-dire exprimer tous les symboles en fonction des symboles ~Lu,q de meme degre 6 . 
Comme E[Zm,o] = pour toute bipartition M qui n'est pas du type (0, (l fc )), les relations 
presentees ci-contre ont done permis de calculer l'esperance sous „ de tous les caracteres 
centraux de degre suffisamment petit : il s'agit des coefficients d'une des lignes de la matrice 
de passage. Ainsi : 

(l-<?) 2 . 
" 1-? ' 



IMI 



E 



E 



IMI 



E 
E 
E 



^(l 2 )^ 

n |2 
^0,(1 2 ) ' 

£(2),0 

2n^ 2 



E 



111 

n \2 



(1-^) 2 (1-^ 2 ) 
(l-^?) 2 . 

1-? ' 



E 



£0,(2)1 _ (l-qf(l-q 3 ) 
2ni 2 J " (l-q 2 )(l-q*) 



6. Au moins pour q petit, il est evident qu'une telle inversion est possible, car la matrice de passage dans un 
sens est obtenue en perturbant la matrice identite. 
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|M| 



E 



E 



E 



E 



E 



E 



E 





= 1 


; E 




1 - (1 


-if . 






1 


-H 2 ' 


^(i),(i 2 ) 




- a) 2 (l 














\-q L 


i 








■^0,(i 3 ) 




u v x 


-q 3 )(l+q 


+ 4(? 2 + ^ 3 + (? 4 ) 






(1- 

V 






1 n 


-a) 2 
Hi 




E 


Z (l),(2)" 


(1- 9 ) 3 (1 


2 n |3 


1 






2n i3 


(1-<? 2 )(1 


^(2),(1) 
2 n |3 


U 
(1- 


-if 

-a 2 ) 2 




; E 


~£(3),0~ 
4 W |3 


(1 ~~ l) 3 . 


£0,(2,1) 


1 " (1 


-qf{l 


— 


? 3 )(l + 2< 7 + <? 2 + 2< ? 3 + < ? 4 ) 


2 n l3 




(1 


— 




^0,(3)' 


(1- 


<?) 4 (1- 


q 3 )(l-q 5 


) 




4 n |3 


(1- 


<? 2 )(1- 


q*)(l-q« 







<7 3 ) 



Des la taille 3, on obtient pour les esperances des caracteres centraux « purement impairs » des 
fractions rationnelles mettant en jeu des polynomes non triviaux en q tels que 1 + 2q + q 2 + 
2q 3 + q A . Neanmoins, l'esperance des caracteres centraux de cycles impairs semble prendre 
une expression relativement simple. Ainsi, on a pu verifier jusqu'en taille k = 6 l'identite 
suivante : 



E 



J 0,k 



2k-l n ik 



(1 



i=l 



{2k\\} q 



Dans ce qui suit et jusqu'a la fin du paragraphe, on suppose que cette identite est vraie pour 
tout entier k ^ 1. Alors, la conjecture enoncee ci-dessous est egalement vraie : 

Conjecture 9.8 (Repartition asymptotique des parts sous la B-^-mesure de Plancherel). Soit 
(A^ 1 ), A^ 2 )) une bipartition aleatoire sous la B-q-mesure de Plancherel, et A = A.W U A^ 2 ). La probabilite 
pour que la 2k + 1-ieme part de A tombe dans M 1 ' tend vers 



Ck 



1 + 



(<?;<? 2 



(q 2 ;q 2 )co (q 2 ;q 2 ) 



ha probabilite pour que la 2k + 2-ieme part de A tombe dans A^ tend pour sa part vers 1/2. En 
particulier, la probabilite pour que la plus grande part appartienne a AW tend vers 



1/ ~ 1-^+1 



Exemple. Pour q = 1/2, cq ~ 0.805, ce qui est tres proche de la statistique observee — 0.793 
lors des 10000 tirages de bipartitions de taille 200 sous la mesure M„ „. 



Preuve de la conjecture 9.8 en admettant laformule pour les esperances des cycles impairs. 
Nous utiliserons une nouvelle identite pour les symboles de Pochhammer : 



(tx;q)c 
(x;q) a 



{t'r<])n x n 
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voir [CK02]. En utilisant la proposition 9.4, on voit que 

n k (2n) k 



+ 0(n- 1 ), 



le O etant uniforme sur l'ensemble des bipartitions. Comme dans le chapitre 8, associons a 
AW une mesure (aleatoire) positive sur le segment [0, 1] : 



X 



A 



(i) 



A« 



a) 



i=l 



On considerera egalement les mesures X A ( 2 ) et X^ = X A (i) +X A(2 ). Cette derniere est une 
mesure de probabilite, et le theoreme 9.7 peut etre reformule en disant que X^ converge en 
probabilite dans l'espace (metrisable) des mesures de probabilite sur le segment [0, 1] vers 

00 

x °o, q = tLO- - s {i-qw ■ 

i=0 

Notons B k la variable de Bernoulli definie de la facon suivante : B k = 1 si la ft-ieme part de 
A tombe dans A^, et B k = dans le cas contraire. Cette definition est ambigue si A possede 
plusieurs parts A/ c+ i = A k +2 = • • • = A k+r+s de meme taille, avec r parts de ce type tombant 
dans A^ 1 ' et s parts tombant dans A' 2 ' ; dans ce cas, on convient que 



B 



fc+i 



B 



k+2 



B 



k+r 



B 



k+r+l 



B 



k+r+2 



>k+r+s 



o, 



c'est-a-dire que les parts egales tombent d'abord dans A' 1 ) (lorsque n tend vers l'infini, l'am- 
biguite sera resolue, car les parts suivront une progression geometrique, done seront avec 
grande probabilite distinctes). Alors, les mesures aleatoires X A (i) et X A ( 2 ) s'ecrivent : 



X 



A(i) 



Par construction, Pk ^ t ^ 



JL A ■ 
tl n ~ 



X 



A, 



i=l 



X A d)(x k 1 )+0(n 1 ). En passant aux esperances, on obtient done : 



E 



E 



p fc (A«: 



a-?) 



+ 0(n- 1 ) =E 



+ 



{2fc -!!!}« 



{2fc!!}, 



(2n) k 
+ 0(n~ 1 ). 



+ 0(n- 1 ) 



Le terme ((1 — q) )/ (1 — q ) est exactement Xoo,q(x ). D'autre part, il est connu que la loi sur 
[0, 1] de fc-ieme moment (2ft — 1!!)/ (2ft:! !) est la loi de l'arcsinus, qu'on peut aussi voir comme 
la loi beta de parametre (1/2,1/2). Pour prendre en compte le terme {2k — l!!},/ {2kV.} q , on 
peut done chercher un ^-analogue de la loi de l'arcsinus. La q 2 -\oi beta de parametre (1/2, 1/2) 
est la loi de probabilite sur [0, 1] definie par 



(q;q 2 )c 



(<?;<? 2 )* 



q {q 2 ;q 2 U f^ (q 2 ;q 2 )k 

D'apres la formule donnee precedemment, le ft-ieme moment de cette loi est 

jt\ (W 2 U ^ (q;q 2 )k j(2k+l)_ (W 2 U (q 2k+2 ;q 2 U ^{2k-V.\} q 



{q 2 ;q 2 )oo H (q 2 ;q 2 



(q 2 ;q 2 



(q 2k+1 ;q 2 ) 
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Par consequent, si 



Y ... (?;<? 2 )°o ^ (<7;<? 2 )fr n s«c 



alors les moyennes des moments de X A (i> valent : 



E 



Par linearite de l'equation et par densite des polynomes dans ^([0, 1]), pour toute fonction / 
continue sur [0, 1], l'identite ci-dessus reste valable : 

E [X AW (/)] = WZ1±WZ) + 0f (n-i) . 

Or, les A// n tendent tous en probabilite vers (1 — q)q l ~ 1 - L'expression ci-dessus est done equi- 
valente a 

00 

ZnBi+i)(l-qWS {1 _ q)ci i{f) f 

i=0 

et remarquons par ailleurs que le membre de droite de l'equation est aussi une combinaison 
lineaire de Dirac en les (1 — q)q'. En choisissant des fonctions tests /, semblables a celles de la 
figure 8.2, on conclut que : 



HB 2k+2 } ~ 



Ceci conclut la preuve, attendu que pour n assez grand, les k premieres parts de la biparti- 
tion sont avec grande probabilite toutes distinctes, de sorte que Bj. parametre sans ambiguite 
l'evenement « Aj- tombe dans A' 1 ) ». □ 



Ainsi, si Ton est capable d'exprimer les ^-caracteres de type B en fonction des caracteres 
de type B et de valider l'hypothese faite sur les esperances des caracteres centraux de cycles 
impairs, alors on peut decrire assez precisement la repartition asymptotique des parts de la 
bipartition. Le paragraphe suivant est consacre a une tentative d'attaque du probleme des q- 
caracteres de type B ; cette tentative est un echec, mais on decrira au passage les phenomenes 
de dualite de Schur-Weyl, ce qui motivera la discussion du chapitre 10. 



94 Groupes quantiques, algebres d'Ariki-Koike et 
dualite de Schur-Weyl 

Pour resoudre la conjecture enoncee dans le paragraphe precedent, il suffirait de disposer 
d'une ^-formule de Frobenius pour les caracteres de J^(2H n ). Dans [Shooo], T. Shoji a de- 
montre une telle formule, mais celle-ci ne peut etre comprise que dans le cadre de la dualite 
de Schur-Weyl entre groupes quantiques et algebres d'Hecke cyclotomiques. Ce paragraphe 
est consacre a l'expose de ces resultats de dualite, ce qui preparera les raisonnements du cha- 
pitre suivant. Pour commencer, rappelons ce qu'est la dualite de Schur-Weyl classique. Si m 
et n sont deux entiers positifs, alors l'espace des tenseurs V = (C" 1 )®" est un bimodule pour 
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Taction du groupe lineaire complexe GL(m, C) et du groupe symetrique &„. Ainsi, le groupe 
lineaire agit sur les tenseurs simples de V par 

g'(xi®x 2 ®--®Xn)= g(xi)®g(x 2 ) ® • ■ ■ ®g{Xn), 

et le groupe symetrique agit (a droite) sur les tenseurs simples de V par 

(Xi <g> X 2 <g> • • • <g> X n ) • CT = X a (X) ® x a(2) 8) • • • ® 3V( K ) ; 

il est evident que ces actions commutent. On renvoie a [Wey39, §3.9] pour une preuve du 
resultat suivant : 

Theoreme 9.9 (Dualite de Schur-Weyl, [Wey39]). Soient A et B les algebres engendrees dans 
End(V) par les actions respectives de GL(m, C) et de &„. Le commutant de A est B, et le commutant 
de B est A. Par suite, V se decompose en somme directe de (GL(m, C), & n )-bimodules irreductibles : 

GL KC ^{(C m r L 6 „ = © (gl KC) ^M a ) ^ c (v^ e „) • 

A 

Les indices A parcourent I 'ensemble des partitions de tattle n et de longueur inferieure a m ; avec cette 
indexation, V A est le module de Specht de type A, et M A est la representation algebrique irreductible de 
CL{m, C) de plus haut poids A. 



Ce resultat de dualite fournit une preuve de la formule de Frobenius du paragraphe 1.4, a 
condition de connaitre le caractere de Taction de GL(m, C) sur le module M A . Ce dernier est 
donne par la formule des caracteres de Weyl, voir [Wey39, Var89]. Ainsi, si t = diag(fi, ... ,t m ) 
est une matrice diagonale dans GL(m, C), alors 

GmhO = s a(^1/ • • 

et ceci determine entierement g M x, car les matrices diagonalisables sont denses dans GL(m, C). 
Maintenant, si (t, a) designe Tendomorphisme de V = (C m )®" produit de Taction de t par Tac- 
tion de a, et si p = t(a), alors il est facile de voir que la trace de (t, cr) sur V est Pp(t\, t 2 ,..., t m ), 
puisqu'on peut ecrire explicitement la matrice de representation. Ainsi, 

Vra, p p (h,...,t m ) = s a(^1/---/^«) G A (p)/ 

|A|=n 

d'ou la formule de Frobenius en faisant tendre le nombre de variables m vers Tinfini. 



Ce raisonnement peut etre generalise dans deux directions : ainsi, on peut remplacer le 
groupe symetrique par un produit en couronne (Z/rZ) I 6 n , et on peut egalement remplacer 
le groupe symetrique ou le produit en couronne par son algebre d'Hecke ou d'Ariki-Koike, 
a condition de remplacer le groupe lineaire GL(m,C) par un groupe quantique. Ceci conduit 
in fine a une ^-formule de Frobenius en type B, voir le theoreme 9.13 enonce plus loin. Avant 
de decrire ces generalisations, il est utile de reformuler la proposition 9.9 en remplacant le 
groupe GL(m, C) par Talgebre enveloppante universelle lT(gl(m),C). Cette algebre parametre 
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les operateurs differentials invariants par translation sur le groupe GL(m, C), et en tant qu'al- 
gebre a unite complexe, elle est engendree par des generateurs (fi)i<^ m -i, {hi)i^ m -i, 

avec les relations : 

relations de Cartan : [h eA = ocu e; ; [hi, fA = olk fj ; [^ufA = Suhi ; 
relations de Serre : [e if [e i±1 ,e,]] = ; \f it \fi±i,fi}} = ; 
Vi,;, |z-;| >2 => M/]=0 ; [/;,//] =0. 

ou otij est le coefficient de la matrice de Cartan de type A m , c'est-a-dire que 

L'algebre lT(g[(m),C) agit sur C m par 

e; i-» »j (X) !+1 ; /; 1-4 18) ; /i; 1-4 i?,- ® — <g> 

ou (i7i,. . . ,v m ) est une base de V = C m , et ou Ton utilise les notations d'Einstein pour les 
tenseurs de End(V) = V <g> V*. D'autre part, elle admet une structure d'algebre de Hopf pour 
le coproduit 

A(g,-) = gf ® 1 + 1 ® gj ; A(/ ; ) = /j (8) 1 + 1 ® /■ ; A(fc,-) = ft,- ® 1 + 1 ® /z; . 

Soit A^") : lT(gl(m),C) — > U(gl(wz),C)®" les morphismes d'algebres definis recursivement 
par : 

A (2) = A . A (n) = ( A («-l) (g, id ) o A 

Ces morphismes permettent de faire agir U(gl(m),C) sur un produit tensoriel : si p de- 
signe la representation U(gI(m),C) rx C m decrite ci-dessus, alors la representation canonique 
U(gl(m),C) (C m )® n sera pW = p 9 "oA("l Dans ce contexte, la dualite de Schur-Weyl 
s'ecrit : 

U( S l(m),C)r^{(C m )® n }^ Gn = (u( fl !(m),C)rvM A ) ® C ( yA ^6„) • 

|A|=* 

et ceci est reellement une reformulation du theoreme 9.9, car les actions de GL(m,C) et de 
U(flI(m),C) engendrent la meme sous-algebre fermee de l'algebre des d'endomorphismes 
Endc(V). 

Ceci etant, dans la dualite de Schur-Weyl, on peut remplacer le groupe symetrique par 
un produit en couronne, et dans ce cas, le commutant de Taction sur un produit tensoriel 
est une sous-algebre de Levi de U(gl(m),C). Fixons un entier r plus grand que 2, une racine 
primitive r-ieme de l'unite £, une composition m = tn\ + • • • + ni r , et une base (^i,j)i^r,Kmi 
de C m adaptee a la decomposition en somme directe C m = C mi © • • • © C Wr , c'est-a-dire que 
le sous-espace C m ' est engendre par les vecteurs v^\,. . .,Vi tTni . On rappelle que le produit en 
couronne (Z/rZ) / &„ est le produit semi-direct (Z/rZ)" x &„, ou &„ agit sur (Z/rZ)" par 
permutation des lettres. Ce groupe est un groupe de reflexions complexes engendre par des 
elements so, S\,..., s„_i verifiant les relations : 

(s ) r = l ; ( Si>1 ) 2 = l ; 

S0S1S0S1 = S1S0S1S0 ; Vi ^ 1, s,s, + is,' = s, + is,s i+ i ; 
Vz',;, |z - 7 1 ^ 2 => s,-s< = sys, . 
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On fait agir W n>r sur les tenseurs simples de (C'") ' 1 en suivant les regies : 

SO Oi^i ® V k/h ® • • • ® e W J = ® ® • • • ® o w J ; 

Ces regies sont clairement compatibles avec les relations definissant 9D B/r/ d'ou une represen- 
tation W H/ r r% (C m ) ". De plus, comme &„ = (si, . . ., s„_x) est inclus dans 2U n ,r/ le commutant 
de cette action est inclus dans l'image de U(gl(m),C) sur l'algebre Endc(V), et on peut mon- 
trer que c'est l'image de l'algebre enveloppante de la sous-algebre de Levi 

= Ql{m x ,C) ©fl[(m2,C) © • • ■ © 0t(m r/ C) . 

L'algebre enveloppante U(g, C) est la sous-algebre de U(gl(m),C) obtenue en retirant les 
generateurs e,- et fj avec i indice dans 

{mi, m\ + mi, m 1 + m 2 + m 3 , ...,m\-\ V m r _i} , 

c'est-a-dire dans l'ensemble des descentes de la composition m = m\ + mi + • • • + m r . Ainsi, 
a partir de la dualite de Schur-Weyl classique, il n'est pas difficile de montrer que : 

Proposition 9.10 (Dualite de Schur-Weyl cyclotomique). Soient A et B les algebre engendrees 
dans Endc(V) par les actions respectives de U(q,C) et de C23J W/r . Le commutant de A est B, et le 
commutant de B est A. Par suite, V se decompose en somme directe de (U(g,C),CW n/r )-bimodules 
irreductibles : 

| A (i)|+...+|AM|=tt 
Vi, HA^^mj 

Comme les caracteres irreductibles de GL(wi,C) x GL(m2,C) x • • • x GL(m r ,C) sont donnes 
par des produits de fonctions de Schur, on peut comme dans le cas du groupe symetrique 
en deduire la formule de Frobenius pour les caracteres irreductibles de W„ /r (voir [Mac95, 
appendice B]). 



Dans une toute autre direction, on doit a M. Jimbo une quantification de la dualite de 
Schur-Weyl U(g[(m),C) — C6 n faisant apparaitre a droite l'algebre d'lwahori-Hecke (gene- 
rique) Jif (&„), et a gauche un groupe quantique (voir [Jim86]). Pour commencer, decri- 
vons une representation de l'algebre d'Hecke sur le produit tensoriel V = (C(^ 1//2 ) m ) (g) ". 
Si (v\, ...,v m ) est une base de C(q 1/2 ) m , les elements de base du produit tensoriel w = 
Ojj ® • • • ® V{ n peuvent etre vus comme des mots de longueur n sur l'alphabet [l,ffz]. On 
fait agir un generateur Tj de l'algebre Ji?(6 n ,C(q 1/2 )) = C(q l/2 ) ® c(?) JT(6 n ) par : 



w ■ Tj 



qw si ij = ij +x , 

{q — 1) w + q 1/2 w' si ij < ij +1 , 
^q 1/2 wi si ij>i j+1 , 



ou w> designe le mot obtenu a partir de w en echangeant les lettres d'indices et j + 1. On 
montre sans difficulty que ces formules sont bien compatibles avec les relations definissant 
M' (& n ,C(q 1/2 )). On a done bien une representation d'algebres, et le calcul du commutant 
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de cette representation met en jeu une quantification U(gl(m),C{q 1/2 )) de l'algebre envelop- 
pante universelle U(gl(m),C). Ainsi, considerons la C(^ 1/2 )-algebre a unite U(Ql(m),C(q 1/2 )) 
engendree par des generateurs (ei)i^ m -i, (/i){< ra -i, {q ±£> )i^ m > avec les relations : 



^-relations de Cartan : q ±£ ' q ± £ i 



q e 'ejq £ ' 



q £ -q- £ - 



q 1/2 e; 



Mi) 



T ,c t 

]~ 1/2 ej si j = i — 1, 
si j = i, 
sinon ; 

q 1/2 fj sij = i-l, 
q- 1/2 fj si j = i, 
Jj sinon; 

? l/2_ ? -l/2 ; 




1 ; 



(/-relations de Serre : [e it [e,-±i,e,-] ? ] ? = ; [fi,\fi±i, fi] q ] q = ; 
Vi,/, \i-j\>2 => [e ir ej}=0 ; [f ir fj]=0. 

On verifie sans mal que les relations du groupe quantique U(0[(m),C(^ 1/2 )) sont compatibles 
avec les associations 



ei 1 — y V; ® v l+1 



fi ^ Oj+i <g> v 1 



7 ±e/ 



,±1/2 , 



d'ou une representation canonique de U(Ql(m),C(q 1/2 )) sur C(q 1/2 )" 1 . Pour la relever en une 
representation sur un produit tensoriel (C(q 1/2 ) m ) m , on utilise la ^-structure d'algebre de 
Hopf 7 : 

A(e;) = q e ~ e '+i ® a + ei <g> 1 ; A(/ f ) = 1 ® /* + /, ® ^ i+1_ei ; A(^ ±£i ) = (? ±£i <g> ^ ±£i . 
Par iteration du coproduit, on obtient des morphismes d'algebres 

A« : U(Qi(m)X(q 1/2 )) -> U(fl[H^(^ 1/2 )) 8n , 

et ainsi des representations canoniques de U(0[(m),C(^ 1/2 )) sur V = (C(q 1/2 ) m )® n . Dans ce 
contexte, l'analogue de la proposition 9.9 est : 

Proposition 9.11 (Jimbo, [Jim86]). Soient A et B les algebres engendrees dans End C („i/2) ( V) par 
les actions respectives du groupe quantique U(gl(m),C(q 1/2 )) et de l'algebre Jt?(& n/ C(q 1/2 )). he 
commutant de A est B, et le commutant de B est A. Par suite, V se decompose en somme directe de 
(U(Ql(m),C{q 1/2 )),^{&nX{q 1/2 )))-bimodules irreductibles : 



U(gl(m),C(qV 2 ))r 



{{C(q 1/2 ) m ) m } 



,jr(6„,c(< 7 1 / 2 )) 



© (u(g[(m),C(< 7 i/ 2 ))rv M (<?) 
|A]=n 



V\q) 



^jr(s„,c(<?i/ 2 )) 



7. Ainsi, par groupe quantique, V. G. Drinfeld et M. Jimbo entendent une ^-deformation d'une algebre de Hopf 
obtenue en considerant l'algebre enveloppante universelle de l'algebre de Lie d'un groupe (ou plus generalement 
une algebre de Kac-Moody), voir [Dri86, Jim86]. Nos notations de groupes quantiques — U(gl(m),C(q 1 ^ 2 )) — 
different des notations classiques — Uq(gl(m)) — mais nous souhaitions rappeler tout au long de l'expose l'anneau 
des coefficients sur lequel on raisonne — ici, R = C(^ 1 ^ 2 ), et plus loin R = C(q l ^ 2 ,u). 
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Pour q generique, le resultat subsiste en specialisant la valeur de q et en considerant tous 
les objets comme C-espaces vectoriels ou C -algebres. La formule de Ram 7.7 s'en deduit en 
regardant la trace de Taction du produit d'un element « diagonal » du groupe quantique 
U(Ql(m),C(q 1/2 )) et d'un element de l'algebre d'Hecke 8 , voir [RarrKji, paragraphes 3 et 4]. 



Finalement, on peut reunir les deux generalisations de la proposition 9.9 et decrire une 
dualite de Schur-Weyl entre le groupe quantique U(g,C(q 1/2 )) et une algebre d'Hecke cy- 
clotomique obtenue par deformation de l'algebre de groupe C2H n/ ,-. Ces algebres d'Hecke 
cyclotomiques ont ete introduites par S. Ariki et K. Koike dans [AK94], et elles dependent de 
parametres q,U\, . . . ,u r : 

je(W n/r ) = (T ,T lr ...,T n - 1 ) c ^ iUl Ur) , avec : (T - «i)(T - u 2 ) ■ ■ ■ (To - u r ) = 

Vt>l, (Ti-q)(Ti + l) =0 
ToTjToTi = TiToTiTo 

Vz ^ 1, TT+iT = T+iTT+i 

Vi,;, ^ 2 => TjTj = TjTj . 

Exemples. Lorsqu'on specialise q en 1 et u,- en on retrouve l'algebre de groupe CW n>r . 
D'autre part, si r = 1, alors pour toute valeur du parametre u\, l'algebre obtenue est simple- 
ment l'algebre d'lwahori-Hecke du groupe symetrique. Enfin, pour r = 2, si Ton specialise U\ 
en q et Ui en — 1, on obtient l'algebre d'lwahori-Hecke du groupe hyperoctahedral. De facon 
generique, l'algebre d'Ariki-Koike Jif(W n)r ) est semi-simple, et a la meme theorie des repre- 
sentations que l'algebre de groupe C2B H/r . Ainsi, les representations irreductibles de Jf(2U )i/r ) 
sont indexees par les r-uples de partitions dans W niT . 



L'action de l'algebre d'Ariki-Koike sur le produit tensoriel V = (C(tj 1//2 , u) m )® n etend 
celle de Jf(6„,C(cj 1/2 )) C jr(2B M/r ,C(c? 1/2 ,w)), et il suffit done de decrire l'action de T . 
Si k S Jl,n — 1]], on definit un endomorphisme G End^i/z ^V) par son action sur les 
tenseurs simples : 

cw ^ o ^ \ ! T k(p) sii k = i k+1 , 

etant entendu que les indices (ik>,jk') son t ordonnes par l'ordre lexicographique. D'autre part, 

si w = Vi lt j x (g) Vi 2 i 2 ® ■ • ■ <g) Vi n ; n on note cD k {w) = u lk w pour k entre 1 et n. Alors, Taction de To 
est donnee par : 

ToO) = Tf 1 T 2 _1 • • • • • • Si^i(w) . 

II est vrai, mais tout a fait non trivial, que cette regie est compatible avec les relations de 
l'algebre d'Ariki-Koike, voir [SS99, theoreme 3.2]. Alors, la dualite de Schur-Weyl generalisee 
s'ecrit : 



8. Compte tenu des resultats evoques dans la section 7.2, et au vu des raisonnements du present paragraphe, 
il est tentant de penser que les caracteres des algebres d'Hecke peuvent aussi etre calcules en regardant la bitrace 
d'un element de J^(& n ) et d'un element de GL(n,Wq) sur le module C[G/B]. C'est effectivement le cas, et ce 
calcul a ete realise par T. Halverson et A. Ram dans [HR99]. 
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Proposition 9.12 (Sakamoto-Shoji, [SS99]). Soient A et B les algebres engendrees par les actions 
respectives de U(Q,C(q 1/2 , u)) et de 3f(W„ /r ,C(q 1/2 ,u)). Le commutant de A est B, et le commutant 
de B est A. Par suite, V se decompose en somme directe de bimodules irreductibles : 

u( ,c( ? v 2/ „ )) ^{(C( (7 1/2 / u)) m )^}^^ (2ij ^ ctf/ ^ )) 

|A 1 |+-+|A r |=n 
Mi, t (A ! ')<m/ 



Le resultat de dualite de Sakamoto-Shoji merite la precision suivante. Si les entiers nil 
sont tous plus grands que n, alors tous les modules irreductibles de 3f(W„ /r ) interviennent 
dans la decomposition de (C(^ 1//2 , u) m )®", done la representation de l'algebre d'Ariki-Koike 
est fidele. Ceci permet de definir un element de <#f (2H M/ r) directement par son action 9 sur un 
produit tensoriel n-ieme, en supposant que l'espace de base est de dimension assez grande. En 
particulier, l'analogue quantique et cyclotomique de la formule de Frobenius-Schur pour les 
caracteres irreductibles des algebres d'Ariki-Koike s'enoncera dans ce cadre, voir le theoreme 
9.13. Jusqu'a la fin de ce paragraphe, on considerera done 3f{^S niY ,R = C(q 1/2 ,u)) comme 
une sous-algebre de EndR(V), les parametres nij etant tous supposes suffisamment grands. 

La remarque du paragraphe precedent s'applique en particulier aux operateurs et CD^ : 
comme ils sont dans le commutant du groupe quantique U(g,R), ils appartient a l'algebre 
d'Ariki-Koike 3if(W0 n/r ,R). Decrivons les relations qu'ils entretiennent avec les generateurs 
usuels T/ c . On introduit le determinant de Vandermonde 

A(w) = det((M ! -) ;_1 )yG[i / r] = n ("; ~ "«") ' 

et les polynomes F/(X) = A(u) rjjc^;(X — u^)/ (uj — u^). Alors, on peut montrer que : 

Tj CDj +1 -CDj Tj = CD j+1 Tj - Tj CDj = 1—^- X] (u b - U a )F a (cDj)F b (cDj +1 ) . 

D'autre part, si \i — j\ ^ 2, alors TjCDj — CDj Tj = 0. II s'en deduit que les Sj s'expriment en 
fonction des Tj et des cDj : 

Comme To s'exprime en fonction des S; et de CD\, ceci fournit une nouvelle presentation de 
l'algebre d'Ariki-Koike. Ainsi, 3>f? (23J M // R) = {T\, • • • , T n -i, <®\, ■ ■ ■ , G>n)Rj avec l es relations : 

Mi ^ 1, (CDj — Ui)(CDi — U2) • • • {C0i — u r ) = 

Mi^l, (Ti-q)(Ti + l) = 

Mi ^ 1, TiT i+1 Tj = T i+1 TjT i+1 
Mi,], ^2^T t Tj = TjT t 

Mi,], ^ 2 T, CDj = CDj Tj 

Mi, j, CDj CDj = CDj CDj 

Mi ^ 1, Ti cD i+1 - cDi Ti = CD i+ i Tj - Ti cD t = (q - 1) A~ 2 (u b - u a ) F a (cDi) F b (cD i+1 ) . 
9. En supposant bien sur que la dite action est dans le commutant de U(g,C(q 1 ^ 2 ,u)). 
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Par rapport a la presentation usuelle, on a ote l'element particulier To, et on l'a remplace par 
n elements « symetriques » G)\,...,G) n . Lorsqu'on specialise les valeurs de q et de u pour 
retrouver l'algebre de groupe C2U,,,,-, les elements cO, specialisent en les elements 

TC\ = S ; 7T 2 = SiS Si ; 7T; = S,'_i • • • SiS Si • • • S x '_! , 

et vu comme permutation en couronne, chaque element 7r, correspond a l'element 

((l,...,l,^(,),l...,l),idp /n ]) 

ou £ est une racine r-ieme primitive de l'unite. Par suite, tout element de (2U n/ ,-, R) s'ecrit 
de maniere unique comme combinaison lineaire de produits 

CD\ l CD^ ■ ■ ■ CD c n " TV , 

ou chaque c,- est un entier compris entre 1 et r, et ou T a = T{ % ■ ■ ■ si a = Sj 1 ■ ■ ■ s ; - ; est une 
expression reduite de la permutation a. 

Nous sommes finalement prets a decrire l'analogue de la formule de Frobenius-Schur dans 
le contexte des algebres d'Ariki-Koike. Pour tout entier i G [1,?"], on pose : 

a(n,i) = <d\ T n -iT n -2 ■ ■ ■ 7i G jr{W„ /r/ R) . 

Si ]i est une partition d'un entier n, on definit de meme 

a(ji,i) = a(pi,i) (g>a(f/ 2 ,z) ® • • ■ ® a{fi t A) , 

etant entendu que l'algebre parabolique Jf(2JJ f , 1/f , R) ® • • • ® (2H f/f/r , R) se plonge canoni- 
quement 10 dans (2H M/r , R), voir [Shooo, §4]. Enfin, si M = ■ ■ -,}^ r ') est un r-uplet de 
partitions dans % hr , on note 

A M = ®a(// 2) ,2) ® • • • ®a(pM,r), 

ou de nouveau Ton identifie M' (3U|„(i)i ,.,R) ® • • • <8> J^f{W\^{ r )\ r ,R) a une sous-algebre pa- 
rabolique de J^(2U n/ ,R). Par construction, sous la specialisation J4?(W n/r ,R) — > CW H/r , les 
elements A« sont envoyes sur des permutations en couronne de type M. 

Notons Sf-np l'ensemble des suites d'entiers positifs ou nuls s = (ni,...,n r ) telles que 
«l + H-2 + • • • + n r = n. Etant donnee une telle suite, on note i{s) le nombre d'entiers k tels 
que n/ c 7^ 0, et u s = u/ c , ou k est le plus grand entier tel que ^ 0. On introduit alors des 
deformations des polynomes multi-symetriques pjp (Xi, . . . , X,-) : 

QP(Xl X r )= £ (usYiq-lY^-'flqn^q). 

Lorsque u/ c = ^ k et q = 1, les polynomes q nk {X^,q) specialisent en p„ k (X^), et on retrouve bien 

les fonctions P„ (Xi, . . . , X r ). Finalement, si M = ■ ■ ■ , est un r-uplet de partitions, 
on note : 

V ... r 

qm(xi x r )=YiQ%(x 1 x,.)=n n q </)( x i x -o- 

i=l f i=l ;=l 

10. C'est l'interet principal de la seconde presentation de l'algebre d'Ariki-Koike ; comme les elements CO; ont 
tous un role symetrique, on peut plonger « diagonalement » un produit d'algebres d'Ariki-Koike de tailles res- 

pectives n\, . . . , n t dans l'algebre de taille n\ H Y Jif, simplement en envoyant generateurs sur generateurs. Ce 

n'est pas possible avec la presentation originale, car Tq joue un role particulier dans chaque algebre ^(2U„ l/r ). 
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Theoreme 9.13 (Shoji, [Shooo]). Les caracteres irreductibles de I'algebre d'Ariki-Koike Jt?(W„, r ,R) 
sont donnes par la formule : 

VM£f v , Q M (Xi,...,X r ) = £ S A (q,u,A M )S A (X 1 ,...,X r ). 

Aef v 



Le theoreme 9.13 peut etre complete par les deux remarques suivantes. D'une part, il existe 
un algorithme simple qui transforme tout element cdJ 1 CD^ ■ ■ • CDn' T a en une R-combinaison 
lineaire de Am qui prend les memes valeurs contre tout caractere irreductible (voir [Shooo, 
proposition 7.5]) — c'est l'analogue pour les algebres d'Ariki-Koike du resultat presente page 
103 pour les algebres d'Hecke des groupes de Coxeter. Ainsi, la formule 9.13 donne bien toutes 
les valeurs des caracteres des algebres Jif{QS n ^,R). D'autre part, on peut comme dans le para- 
graphe 7.3 decomposer les polynomes Qm(Xi, . . .,X r ) dans la base de <S>'i^i A[Xj] constitute 
des Pm{X\, . . . , X r ), et ainsi obtenir l'analogue cyclotomique de la formule de Ram. Si A G % /r , 
alors on note 

(=1 

et q A — 1 est bien star rii=i'? A< ) — 1- D'autre part, si A est une partition, on note ^#A,r = 
Tl*i=i ^Ki,r l'ensemble des matrices de taille 1{X) x r et a coefficients c !; ^ tels que Y!j=\ c ij 
A ; . Pour A G ^#A,r/ on n °te 

u A = n w (c 17 )i^ r ' 

1=1 

et t(A) = (t^\ . . . ,r^ r >) est l'element de £% ;r dont la j-ieme partition a pour parts les ch. 
Si A est une multipartition, alors ^#a,,- = YYi=\ ^a(') r> e * P our ^ = i^i) £ ■^A,r/ on n °te 

/• 

"b = n("B,) ! / 

i=l 

et t(B) = UJ' =1 t(B,). Finalement, pour toute multipartition A G 2^,,-, on introduit le groupe 

m A , r = ((6 AW ) x (Z/rZ)l A(1) l) x • • • x ((6 aW ) x (Z/rZ)l AW l) , 

et on note de meme M' (2HA,r) la sous-algebre « parabolique » de I'algebre d'Hecke cycloto- 
mique (2U n/ ). Alors : 

Proposition 9.14 (Formule de Shoji, [Shooo]). Pour tout A G ^„ /r , 9 a designe le caractere complexe 
de dimension 1 de J^(2Ua,j-) defini par #a(Ti>i) = 1 et 0a(cD/) = £ \ oil i est choisi de telle sorte 

que |AW| + h I A'- 1 1 < ; sC |AW| + h |AW|. On note A le caractere induit mdj^*'^^). 

Alors : 

VM, ( q -lY^g A ^u,A M )= E E »b 0t(B 7 )(Am) (^-1)g a (N). 

Exemple. Si r = 1, alors on retrouve exactement la formule de Ram 7.7. En effet, U\ = 1, et 
d'autre part, les caracteres ©a(M) interviennent dans les formules de passage entre les Pm et 
les m A (Xi, ...,X r )= YYi=\ m k(i) (X f ). En effet : 

P M (Xi,...,X f ) = £ ©A(M)m A (X 1 ,...,X ) .). 
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Ainsi, en taille r = 1, il y a exactement un element B G .<#m,1/ et l e coefficient ug © t (b) (A) 
n'est nul autre que (Hm \ p^}, ce qui donne la formule 7.7. 



Au premier abord, la formule 9.13 semble etre exactement ce dont on avait besoin, et 
pour r = 2, en specialisant ii\ en q et m 2 en — 1, on obtient effectivement une formule de 
changement de base entre les g A (q, A„(i) (2)) et les g A (i/W,i/( 2 )). Mais malheureusement, les 
caracteres sont maintenant exprimes en les elements Am, et on ne sait pas comment les relier 
aux Tm ; plus generalement, on ne sait pas comment passer de la presentation de Coxeter 
(To, T\,..., T n _i) a la presentation « symetrique » (Ti, . . . , T n -\, CD\, . . . , cD r ) dans une algebre 
d'Hecke cyclotomique. 

Exemple. Supposons n = 2 et r = 2 ; 2U 2/2 est le groupe des permutations signees de taille 
2, et il contient 2 2 2! = 8 elements. L' algebre d'Ariki-Koike ^(^2,2) est engendree par les 
elements Tq,T\, ou, alternativement, par les elements T\,CD\,CD2- Exprimons les elements de 
base associes a la premiere presentation de ^(2H2,2) en fonction des generateurs pour la 
seconde presentation : 



T = cd 1 + — ^ — l — j iii (&>2 - u 2 ) {cDi - «i) Ti ; 

[U2 — U\Y 



T\Tq = cd 2 T 1 + — ^— 2 u 2 (cd 2 - Mi) (CDi - m 2 ) ; 
(m 2 - u\Y 

TqT^o = CD-i ®1 T\ + MiM 2 [(CD 2 - M 2 ) {CDi - Mi) + (cD 2 ~ Ml) (<2>1 - M 2 )] if . 

Ces formules permettent d'exprimer tout element de la base {1, To, T1T3, T0T1T0, Ti, T0T1, 
T1T0T1, ToTiTdTi} comme combinaison d'elements de la forme CD^ 1 CD C ^ T" 1 . On peut ensuite 
inverser ces relations, ce qui permet en particulier de calculer les esperances des caracteres 
X A {q,AM) sous la ^-mesure de Plancherel (on specialise Mi en q et m 2 en —1). Mais malheu- 
reusement, ces expressions sont extraordinairement compliquees ; par exemple, 

A q (q - 1) (q 8 - 5q 7 + 9q 6 - 6q 5 + 7q 3 + 5 q 2 + 4q + l) 

m W^(2), JJ- 2 ( q + 1)3{q 6_ 3q 5 +4q 4_ 3q 3_2q2- 1 ) 



Ainsi, la formule de Shoji ne permet pas de resoudre le probleme des ^-caracteres de type 
B, car elle est donnee pour une presentation de Jf q (W n ) qui est en pratique impossible a relier 
a la presentation de Coxeter. Pour autant, l'idee d'utiliser une dualite de type Schur-Weyl pour 
calculer des caracteres d'algebres d'Hecke est sans doute la bonne ; ainsi, il est vraisemblable 
qu'il soit possible d'etablir une ^-formule de Frobenius en type B et pour la presentation de 
Coxeter en utilisant comme dans [HR99] la dualite entre ^(2U„) et le groupe symplectique 
Sp(2n,F ? ) pour Taction sur le module de la variete de drapeaux symplectique. 

Remarque. Le cadre des algebres d'Ariki-Koike permet de definir des generalisations cycloto- 
miques des ^-mesures de Plancherel de type A et B. Ainsi, considerons la trace canonique de 
l'algebre d'Ariki-Koike ^(2H n/! .) definie par T„ /r (l) = 1 et T n/r (T w ) = pour tout w G 2U n , r 
different du neutre. Cette trace est un barycentre des caracteres irreductibles X A { a ) '■ 

T n , r {-)= E M n ,, q (A) X A (q,-). 
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On definit ainsi la ^-mesure de Plancherel r-cyclotomique Mn™, et Ton retrouve les q- 
mesures de Plancherel de type A et B lorsque r = 1,2 (on retrouve aussi les mesures de 
Plancherel des groupes W H/r lorsque q = 1). Malheureusement, pour r ^ 3, on ne connait pas 
de formule de type equerre pour les valeurs de M B/ilJ ; d'autre part, comme en type B, on ne 
connait pas de modele combinatoire correspondant sur les permutations r-colorees de W n/T . 
En l'etat, on ne peut done meme pas proposer d'exemple de r-uplets de partitions aleatoires 
sous ces mesures cyclotomiques. 

9.5 Mesures d'induction parabolique et algebres d'Hecke 
generalisees 

Pour conclure notre etude asymptotique des ^-mesures de Plancherel, nous souhaitions de- 
crire le cadre le plus general dans lequel il semble possible de generaliser les resultats des trois 
derniers chapitres et d'etablir la concentration gaussienne de mesures de Plancherel. Dans ce 
qui suit, on fixe un groupe de Chevalley G F (non tordu, a centre connexe) defini sur Fn. Une 
representation irreductible de G F est dite cuspidale si elle n'apparait dans aucune representa- 
tion obtenue par induction d'Harish-Chandra a partir d'une representation irreductible d'un 
sous-groupe de Levi strict L F C G F (cf. [Car92, §4]). Fixons un sous-groupe parabolique ra- 
tionnel P F et une decomposition de Levi rationnelle P = UL avec U radical unipotent de P, 
et P F = U F x L F . Ce cadre inclut en particulier le cas ou P F = B F est un sous-groupe de Borel 
rationnel et L F = T F est un tore maximal scinde. Soit p un caractere irreductible cuspidal de 
L F ; lorsque L F = T F est un tore maximal scinde, ceci revient simplement a demander que p 
soit un caractere de dimension 1, car n'a pas de sous-groupe de Levi strict. On s'interesse 
au G F -module 

obtenu par induction parabolique d'Harish-Chandra. La mesure de probabilite sous-jacente 
au sens de la definition 3.2 est appelee mesure d'induction parabolique du caractere cuspidal 
p ; on la note M p . 

Exemples. Si G F = GL(n,F ? ), L F = (F?) w et p = 1 est le caractere trivial, on a deja explique 
qu'on obtenait la ^-mesure de Plancherel de type A. Le cas de la ^-mesure de Plancherel de 
type B est tout a fait analogue avec G F = Sp(2n,F (? ). 

Ceci etant, un theoreme conjecture par Springer et demontre par Howlett, Lehrer et Geek 
permet une indexation des composantes irreductibles du module induit R~ P (p) tout a fait 
analogue a celle donnee par le theoreme d'lwahori 7.4 dans le cas ou p est le caractere trivial 
d'un tore scinde (auquel cas R^f (p) = C[G F /B f ]). Introduisons le groupe de ramification 

W(p) = {w G N(L F )/L F J p o w = p} . 

Par exemple, si L F = T F est un tore scinde maximal et si p = 1 est le caractere trivial, alors 
W(l) est simplement le groupe de Weyl de G F . 

Theoreme 9.15 (Lusztig, Howlett-Lehrer, Geek, [HL80, LUS84, Gec93]). Le groupe de ramification 
W(p) est un groupe de Coxeter fini engendre par des reflexions s S S(p). L'algebre 

End GF (RG F (p)) 
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commutante de I'action de G F sur le module parabolique induit est abstraitement isomorphe 11 a l'al- 
gebre degroupe CW(p), et plus precisement, c'est une algebre d'Hecke a plusieurs parametres de W(p) : 

Endcf (Rg(p)) = (T s , s G S(p)) c , avec : (T s ) 2 = (q c * - 1)T S + q c ° ; 

T w T w i = T ww r si &(ww') = £(w) + l(w') . 

Par suite, ~R%{p) se decompose en somme directe de (G F r J4?(W(p) r S(p), {q° s }))-bimodules irreduc- 
tibles : 

Crv{R^ W ^M>{W{p),S(p),{fs}) = E (g^M A ) ® C (v X {q)^ M '( ] N(p) l S(p),{f s })) ' 

Aew(jo) 

Les composantes irreductibles de R^(p) soni done en bijection avec les caracteres irreductibles de 
W(p), e£ eZZes on£ pour multiplicity les dimensions de ces caracteres irreductibles. 



Ainsi, exactement comme dans les cas precedemment etudies, on peut remplacer un mo- 
dule pour le groupe de Chevalley G F par un module pour l'algebre d'Hecke generalisee 
Jtf? (W(p),S(p), {q Cs }), et de plus, le caractere normalise T associe a Taction de cette algebre 
sur R%(p) est la trace symetrique canonique de l'algebre d'Hecke (voir [Lus84, theoreme 
8.6]) : 

T(T w ) = i 1 siw = e n P > 

I sinon. 

Ceci signifie que l'esperance dans l'espace de probability non commutatif 

(je{w(p),s(p),{<r}),T) 

est tres facile a calculer. On a done une famille d'observables des irreductibles A dont les 
moments sont accessibles, et le probleme devient le meme que dans les chapitres 2, 3 et 8 : 
relier les valeurs des caracteres 

avec A G W(p) a des caracteristiques « geometriques » des indices A des composantes irreduc- 
tibles. En particulier, lorsque W est un groupe de Coxeter produit de groupes classiques de 
type A, B ou D, les indices A correspondent a des families de partitions ; on peut alors tenter 
d'exprimer les }(^{c\, T w ) en fonction des moments de Frobenius des partitions de ces families. 



II est a peu pres clair que les calculs ne peuvent pas etre menes a bout dans un contexte 
aussi general; le simple cas des algebres d'Hecke (a un parametre) de type B a montre a 
quel point l'expression des caracteres x (?/ T w ) en fonction d'autres observables des indices 
A pouvait etre delicate. On peut neanmoins conjecturer le caractere universel des pheno- 
menes de concentration gaussienne dans la classe des mesures d'induction parabolique ; a titre 

11. Initialement, R. B. Howlett et G. I. Lehrer avaient montre que l'algebre commutante etait isomorphe a 
CW(p)p lr oii }i est un cocycle deformant les relations dans l'algebre CW(p). Mais Lusztig, puis Geek ont mon- 
tre que pour un groupe algebrique reductif a centre connexe, ce cocycle }i etait toujours trivial. La presentation de 
l'algebre commutante donnee dans [HL80] devient sous cette hypothese celle d'une algebre d'Hecke a plusieurs 
parametres. 
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d'exemple, concluons ce chapitre en examinant toutes les mesures d'induction parabolique ob- 
tenues a partir de caracteres de tores scindes d'un groupe G = GL(n,Fq). Si T = (F?)" et si 
p est un caractere irreductible de T, alors p peut s'ecrire sous la forme : 

p = 0i <g> 2 ® • • • ® On , 

ou chaque 0,- est un caractere du groupe cyclique F* . Or, le dual L\ de F* est lui aussi cyclique 
de cardinal q — 1, done chaque 0, est un 9 k ', ou est un generateur de I4 (avec les notations 
du chapitre 6), et fcj S [1,^ — 1]. Quitte a conjuguer le tore par un element du groupe de Weyl 
W = & n , on peut done supposer que 

p = <g) (0 2 )®"2 <g> . . . ® 

avec n = ni + «2 + • • • + Alors, il est aise de voir que a 6 (3„ laisse stable p si et seulement 
s'il appartient au sous-groupe de Young 

W(p) = 6 B1 x 6„ 2 x • • • x 6 n ^ . 

Ainsi, les composantes irreductibles du module parabolique Rj sont indexees par les elements 
de & nx x x • • • x ^« et d'autre part, avec les notations du chapitre 6, si p est de type 
(tti, . . .,nn-\), alors n'est nul autre que R ¥ , ou qj est la polypartition duale 

[0] : l" 1 ; [0 2 ] : l" 2 ; • • • ; [B^ 1 ] : l""- 1 . 

Ici, [8 k ] designe la classe dans L/& de l'element de L = lim^ ^ L n donne par l'appariement 

(Q k \ = fc (-) (cette identite est suffisante pour decrire un element de L). Dans A(F ? ), 
correspond done a la fonction B v , e'est-a-dire, d'apres la formule de changement de base 
donnee dans le paragraphe 6.3, a 

e (ny^o ) s{[0]:Ai [ ^ i]:A '- i} . 

Autrement dit, en tant que GL(n, F ? ) -module, R^ admet pour decomposition en irreductibles : 

RG = £ (n'dim ylt^A' 1 ' [0:A<^'} . 

A( 1 )G% 1/ ...,A('!- 1 )e% i( _ 1 \»'=1 / 

Les multiplicites IlLi drmA^ sont les dimensions des ^(W(|0))-modules irreductibles in- 
tervenant dans la decomposition de Rj en somme de (GL(n,Fa), 3t? (W((o)))-bimodules irre- 
ductibles ; on peut d'autre part montrer que dans le cas qui nous interesse, les parametres de 
Jt(W(p)) sont tous egaux a q, de sorte que l'algebre d'Hecke est exactement la sous-algebre 
de Young J^(& ni x <5„ 2 x • • • x 6 M ) c Jt? q (& n ). D'apres [Mac95, chapitre 4, §6], la dimen- 
sion de la composante irreductible V A 1 -- K ' :> est (a conjugaison des diagrammes pres) 

*-i fl b(A«) 

n ' 



Enfin, la dimension de Rj est : comme le tore est scinde, on est en effet dans la meme 

situation que pour la ^-mesure de Plancherel de type A. On en deduit que la mesure d'induc- 
tion parabolique sur l'espace W nx x • • • x ^ j parametrant les composantes irreductibles de 
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Rj n'est nulle autre que 



q-l 

M p (A« A<H)) = []M n , f (A«). 

i=l 

Autrement dit : 

Proposition 9.16 (Mesures d'induction parabolique des caracteres des tores scindes des grou- 
pes lineaires finis). Soit p un caractere irreductible d'un tore scinde de GL(n,Wq), et (n\, . . . ,n q _i) 
les exposants des caracteres 6* dans la decomposition en produit tensoriel de p. La mesure d'induction 
parabolique M p est le produit de q-mesures de Plancherel de type A de parametres yi\, . . . ,n„-\. 

Dans ce nouveau cas, la concentration gaussienne est done trivialement vraie, puisque les 
partitions A^, . . . , A^ -1 ^ sont tirees independamment suivant des mesures asymptotique- 
ment gaussiennes au sens du theoreme 8.7. Ce resultat va dans le sens de notre conjecture 
d 'universality des phenomenes gaussiens pour les mesures d'induction parabolique. 
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Troisieme partie 

Asymptotique des mesures de 
Schur-Weyl et des mesures de Gelfand 
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Dans cette troisieme partie, nous revisitons la theorie asymptotique des representations 
des groupes symetriques, en nous penchant sur deux families de representations : 

- les representations de Schur-Weyl, qui correspondent aux actions des groupes syme- 
triques par permutations des lettres des tenseurs simples dans des produits tensoriels. 

- les representations de Gelfand, qui correspondent au cas ou toutes les multiplicites des 
composantes irreductibles sont egales a 1. 

Dans ces deux cadres, nous etablissons des lois des grands nombres et des resultats de de- 
viation gaussienne semblables a ceux exposes dans le chapitre 3, et l'outil principal mis en 
jeu dans les preuves de ces resultats est de nouveau l'algebre d'observables presentee dans le 
chapitre 2. 

On constate ainsi que l'etude asymptotique de partitions aleatoires peut a chaque fois etre 
decomposee en trois etapes : 

1. On determine une renormalisation adaptee a la forme typique des grandes partitions 
aleatoires, qu'on peut deviner en simulant un processus aleatoire sur le graphe de Young 
dont les lois marginales sont celles que Ton souhaite etudier. On choisit ensuite une 
graduation de l'algebre @ adaptee a cette renormalisation : cette graduation etait le degre 
canonique pour les mesures des algebres d'Hecke, et sera le poids pour les mesures 
de Schur-Weyl de parametre a. ^ 1/2, le a-degre pour les mesures de Schur-Weyl de 
parametre a < 1/2, et le degre de Kerov pour les mesures de Gelfand. 

2. On trouve une base graduee d'observables dont les esperances ont une propriete de 
factorisation asymptotique, et on relie ces observables a des observables de nature ana- 
lytique telles que les moments de Frobenius ou les cumulants libres. La propriete de 
factorisation asymptotique implique la convergence en probability des observables re- 
normalisees, ce qui permet le plus souvent d'etablir une loi des grands nombres. 

3. Pour les phenomenes de deviation gaussienne, on utilise la theorie des cumulants d'ob- 
servables due a Sniady, et on en deduit le caractere gaussien de certaines observables 
de diagrammes, puis eventuellement le caractere gaussien de la forme des diagrammes 
aleatoires. 

Dans un contexte de theorie des representations, la base graduee d'observables dont on peut 
esperer calculer les esperances est celle des caracteres centraux, et ce compte tenu de la re- 
marque faite a la fin de la section 3.3. C'est effectivement cette base qui jouait un role pivot 
pour les mesures des algebres d'Hecke, et il en sera de meme pour tous les cas etudies dans 
cette troisieme partie. 

Detaillons maintenant les resultats obtenus, en commencant par les mesures de Schur- 
Weyl, qui sont liees au phenomene de dualite de Schur-Weyl entre les actions de GL(N, C) 
et de & n sur (C N )®". Lorsque N est de l'ordre de n a avec a ^ 1/2, la forme limite des 
diagrammes aleatoires sous ces mesures de Schur-Weyl a ete determinee par P. Biane (voir 
[Biaoia]). Nous montrons dans le chapitre 10 que le theoreme central limite de Kerov reste 
vrai dans ce cadre — c'est le resultat de l'article [Meioc] — et nous etudions egalement le 
cas a < 1/2. Dans ce dernier cas, nous presentons une famille de filtrations d'algebres sur 
G qui interpolent la filtration des poids et la filtration des degres, et sont adaptees a l'etude 
d'asymptotiques « intermediaires ». Ainsi, sous une mesure de Schur-Weyl de parametre 
a < 1/2, une partition a asymptotiquement des lignes de l'ordre de n 1_a et des colonnes de 
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l'ordre de n 01 . Dans ce meme cadre, on peut tenter d'adapter la theorie de Sniady aux filtrations 
des a-degres pour obtenir des resultats de concentration gaussienne. Malheureusement, ces 
arguments ne permettent pas de traiter l'ensemble de l'intervalle ]0, l/2[, et l'asymptotique 
des fluctuations des mesures de Schur-Weyl de parametre inferieur a 1/2 reste en partie un 
probleme ouvert. 

Le theoreme central limite de Kerov s'applique egalement aux mesures de Gelfand ; sous 
ces mesures, la probabilite d'une partition est proportitionnelle a dim A (au lieu de (dim A) 2 
pour les mesures de Plancherel). La forme limite des partitions renormalisees sous ces mesures 
est la meme que dans le theoreme 3.3, mais les fluctuations sont plus grandes ; neanmoins, 
la deviation est de nouveau essentiellement decrite par le processus gaussien generalise de 
Kerov, voir le theoreme 11.13. 
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Chapitre 10 



Asymptotique des mesures de 
Schur-Weyl 

Entre la renormalisation « isotrope » en 1 / y/n des diagrammes de Young sous la mesure 
de Plancherel et la renormalisation en 1/n des lignes des diagrammes de Young sous une 
q < 1-mesure de Plancherel, il est naturel de se demander s'il existe des families de repre- 
sentations des groupes symetriques dormant lieu a des renormalisations « intermediates », 
c'est-a-dire qu'avec grande probabilite les lignes ont pour ordre de grandeur n 1//2+£ et les co- 
lonnes ont pour ordre de grandeur n 1/2 ~ £ . Des phenomenes asymptotiques de ce type peuvent 
etre observes dans le contexte des mesures de Schur-Weyl, qui sont les mesures de probabilite 
associees aux representations des groupes &„ sur des produits tensoriels d'espaces V m . Plus 
precisement, si Ton considere la mesure de Plancherel associee a la representation de & n sur 
le produit tensoriel (C N )®", alors on observe trois regimes asymptotiques distincts : 

1. Si log N/ log n ~ cc > 1/2, alors le comportement asymptotique est identique a celui 
observe pour la mesure de Plancherel standard. 

2. Si logN/ logn ~ 1/2, la forme limite des diagrammes renormalises dans les deux di- 
rections suivant un facteur 1 / y/n depend du parametre c = y/n/ N. La deviation des 
diagrammes par rapport a la forme limite O c est decrite dans un intervalle de taille 4 
par le meme processus gaussien generalise que dans le cas a. > 1/2. 

3. Enfin, si log N/ logn ~ a < 1/2, alors on observe un comportement asymptotique 
intermediaire, avec des lignes qui ont pour ordre de grandeur n 1_a et des colonnes qui 
ont pour ordre de grandeur n x . 

Ces trois regimes sont etudies en detail dans les sections 10.2 et 10.3, et on y demontre les 
resultats nouveaux 10.15 et 10.22 (le premier est l'objet de l'article [Meioc], et le second theo- 
reme a ete obtenu en collaboration avec V. Feray). A l'aide d'une correspondance RSK genera- 
lisee, on peut reinterpreter tous ces resultats en termes de longueurs des plus longs sous-mot 
croissants d'un mot aleatoire de longueur n sur un alphabet de taille N; on rappelle cette 
correspondance dans la section 10.1. 
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10.1 Mesures de Schur-Weyl 

Soit a, etc deux reels strictement positifs. La mesure de Schur-Weyl de parametres (n, a,c) 
est la mesure sur les partitions de taille n associee a la representation 

(C N ) m ^&„, 

ou n a ~ cN et & n agit comme dans le paragraphe 9.4, c'est-a-dire par permutation des lettres 
dans les tenseurs simples. Nous noterons cette mesure SW„ A/C ; elle depend bien sur de la 
valeur precise de la dimension N, mais nous verrons que pour l'etude asymptotique, la donnee 
des parametres a et c suffit. Compte tenu du theoreme 9.9, la mesure SW nA/C charge seulement 
les partitions de longueur inferieure a N, et elle s'ecrit : 

(-i j * t r ,i dimM A xdimA 
SW„ A/C [A\ = — . 

ou M A est le GL(N,C)-module irreductible de plus haut poids A. 



Notons que les mesures de Schur-Weyl rentrent elles aussi dans le cadre des mesures de 
Schur (§4.2). Ainsi, la poissonisee de parametres (9,N) des mesures de Schur-Weyl est la 
mesure de probability sur <3f definie par 

r ,, 0l A l e - dimM A xdimA 
SW P{e)/N [\] = x m , 

et c'est aussi la mesure de Schur de parametres t = (0/N,O,O, . . .) et t' = (N, N/2, N/3, . . .). 
Cette approche est suivie dans l'article [BO07] ; de nouveau, nous prefererons l'approche des 
observables de diagrammes. 



Soit A = {1,2,..., N} un alphabet de taille N, et m = m\m2 ■ ■ ■ m n un mot de taille n sur 
l'alphabet A. Comme dans le paragraphe 3.1, on peut construire deux tableaux P(m) et Q(tn) 
de taille n en appliquant l'algorithme d'insertion de Schensted au mot m. 



Exemple. Supposons N = 5, n = 9 et m 
34, alors on obtient les deux tableaux : 



233154243. Si Ton applique l'algorithme decrit page 



3 4 



et 



5 8 



Par construction, le premier tableau P(m) est semi-standard, c'est-a-dire qu'il est croissant 
suivant les lignes et strictement croissant suivant les colonnes. Le second tableau Q(m) est 
pour sa part un tableau standard. On peut retrouver P(m) en appliquant l'algorithme du jeu 
de taquin au ruban semi-standard obtenu a partir du mot m, voir la figure 10.1. 

Comme l'algorithme d'insertion de Schensted peut etre inverse, on obtient l'identite com- 
binatoire suivante : 



N n 



L 



] tableaux semi-standards de forme A 



et a entrees dans [1, N] 



/ tableaux standards X 
X de forme A / 
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Figure io.i - Algorithme du jeu de taquin et tableau semi-standard associe a un mot. 



De plus, on peut montrer que la dimension du GL(N,C) -module M A est precisement le 
nombre de tableaux semi-standards de forme A et a entrees dans [1, N| (voir [Mac95, ap- 
pendice A, §8]). Enfin, comme dans le cas des mots des permutations, la premiere ligne de 
la partition k{m) qui est la forme commune des tableaux P(m) et Q(m) associes a m a pour 
taille la longueur d'un plus long sous-mot croissant dans m. Par consequent : 

Proposition io.i (Interpretation combinatoire des mesures de Schur-Weyl). La mesure de Schur- 
Weyl de parametres (n, cc, c) a pour expression 



SW W [A] 



tableaux semi-standards de forme A" 
et a entrees dans [1, NJ 

w 



{tableaux standards \ 
de forme A j 



De plus, la hi de la longueur du plus long sous-mot croissant d'un mot choisi aleatoirement parmi les 
N n mots de taille n sur I 'alphabet A = [1, NJ est la mime que la hi de la premiere part d'une partition 
sous la mesure de Schur-Weyl SW nAfC . 



Ainsi, comme pour la mesure de Plancherel et la ^-mesure de Plancherel de type A, on 
dispose d'un modele combinatoire des mesures de Schur-Weyl. Une autre propriete impor- 
tante pour la suite est le calcul des traces des permutations pour ces representations (voir le 
paragraphe 9.4) : 

tr M = P„(U 1) = ; SW nA Ao- u ] = ^ = tfM-M = ^ . 

En particulier, les traces ont une propriete de factorisation exacte, c'est-a-dire que si o~\ et o~2 
sont deux permutations a cycles disjoints, alors : 

SW nAiC [o-xo- 2 ] = SW nAiC [o-i] SW n 

,a..c\0~2\ ■ 

Ceci implique la nullite des cumulants joints k n (c^, (J 2 , . . . , cr r ) pour r ^ 2 et des permutations 
a cycles disjoints. 
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10.2 Asymptotique pour ol^ 1/2 

Supposons le parametre a. strictement superieur a 1/2. Alors, si d\ designe un cycle de 
longueur I, SW nA ,c[o~i\ — ° lX n~ K ^ l ~ x \ done 

km SW„ AC (7, n 2 = <^ _ 

10 smon. 

D'autre part, on vient de voir que les cumulants joints k n {ai ir . . . ,<Ti r ) avec r ^ 2 et des cycles 
disjoints etaient tous nuls. Le theoreme de Sniady 3.5 s'applique done, et les parametres 
asymptotiques sont les memes que pour les mesures de Plancherel usuelles des groupes & n 
(voir la page 42). On a done les memes resultats asymptotiques que dans le chapitre 3 : 

Proposition 10.2 (Asymptotique des mesures de Schur-Weyl de parametre a. > 1/2, [Biaoia]). 
Si a > 1/2, alors sous les mesures de Schur-Weyl SW„ A/C/ les partitions aleatoires A 6 f„ obeissent 
aux lois asymptotiques des theoremes 3.3 et 3.4. 




Figure 10.2 - Diagramme de Young aleatoire tire suivant la mesure de Schur-Weyl de para- 
metres n = 500, a = 1/2 et c = 1. 



Supposons maintenant a = 1/2 (voir la figure 10.2). Les cumulants joints k n {ai ir . . 
avec r ^ 2 restent nuls, et pour r = 1, les limites des esperances renormalisees des cycles 
s'ecrivent : 

lim SW nA/C [ai] = lim SW nA , c [Zi] rT^ = c 1 ' 1 . 



n—too ci— s-00 



On peut remplacer les caracteres centraux £/ par leurs composantes de plus haut poids, e'est- 
a-dire les cumulants libres R/+i ; par consequent, notant A* = A« un diagramme de taille n 
renormalise en abscisse et en ordonnee par un facteur 1 / y/n, on voit que 



lim SW nA , c [R l+1 (\*)} = C 



1-1 
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Alors, la propriete de factorisation asymptotique permet d'etablir la convergence en probabi- 
lite (et en moments) : 

R^^sw^c 1 - 2 . 

Le calcul de la forme limite correspondant a ces cumulants libres est du a P. Biane, cf. [Biaoia]. 
Un parametre c etant fixe, notons u c la mesure de transition de la forme limite, G c sa transfor- 
med de Cauchy et R c sa K-transformee. Alors, par definition des cumulants libres : 



z \ r-i I z 1 — cz 



En evaluant cette relation en z = G c (y), on obtient l'equation 

(1 + cy) [G c (y)} 2 - (c + y) G c (y) + 1=0, 
et comme G c (y) — y^oo 1/y, ceci conduit a 



Gc(y) = £_+y-V(^)^4_ 2 



2(1 + cy) y + c + V(y-c) 2 -4' 

ou y est une variable complexe, et la racine carree holomorphe est definie sur C \ IR et choisie 
de telle sorte que VT = 1. Des techniques d'inversion de Stieltjes permettent finalement de 
retrouver les formes limites correspondantes Q c . Ainsi, notons Q c le diagramme continu defini 
par : 



n (s) = n(s) 

Q CG ]0,1[( S ) = 

Oi(s) = 



I (sarcsin(f) + V4 - s 2 j si |s| < 2, 
Isl sinon; 



I ( sarcsinf-^) + I arccosf 2 -^^) + ^ 4 ^ s si \s - c\ 2, 



sinon ; 



2±1 + I ^(s - 1) arcsin^) + ^4 - (s - 1) 2 J si|s-l|sC2, 
Isl sinon; 



n c >i(s) = < 



s + § sise]^,c-2[, 

I ( sarcsin(-^) + I arccosf 2 ^^) + si U _ c | ^ 2 , 

|s| sinon. 



Notons que Oi(s G [—1,3]) est bien la limite des Q c (s) avec c < 1 ou c > 1 ; de meme, 
Oo(s G [—2,2]) est bien la limite des O c (s) avec < c < 1. Les diagrammes continus qui 
correspondent aux formules ci-dessus sont represented sur la figure 10.3 — on a repris exac- 
tement la figure 2 de [Biaoia]. 

Proposition 10.3 (Formes limites des diagrammes sous les mesures de Schur-Weyl de para- 
metre a = 1/2, [Biaoia]). Pour tout parametre c > et tout e > 0, SW n/1/2/C [|| 
tend vers 1 0. Le cas c = correspond aux parametres a > 1/2, et on a alors le meme resultat avec Do 
pour forme limite. 
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En particulier, on observe une transition de phase lorsque le parametre c s'approche de 
la valeur 1 : par exemple, la tangente a la courbe limite en (c — 2) + vaut — 1 si c < 1, si 
c = 1 et +1 si c > 1. Le comportement asymptotique local au voisinage de s = — 1 et pour 
c = 1 peut etre decrit par des processus determinantaux relies au noyau d'Hermite discret, 
voir [BO07]. Dans la suite de cette section, on s'interesse aux deviations des dia grammes de 
Young par rapport a leur forme limite O c ; ce probleme etait jusqu'alors reste non resolu, 
et nous avons decouvert que le theoreme central limite de Kerov 3.4 se generalisait dans ce 
cadre (cf. [Meioc]). Pour commencer, calculons la mesure de transition u c dont la transformed 
de Cauchy est la fonction G c precedemment decrite. D'apres le chapitre 3, si c = 0, alors 



d}io(s) = l s6 [_ 2/ 2] — 2^ — 
est la loi de Wigner du demi-cercle. 

Lemme 10.4 (Deformations de la loi de Wigner). La mesure de transition u c a your expression : 



a ^ 1, V4-(s-c) 2 A 

^ c <l(s) = l se[c - 2/C +2] 271(1 +CS) ; 

— (s — c) 2 ( \\ 

d]i c>x {s) = t sg[c _ 2/C +2] 27r(1 + cs) ds + M s ) • 

Demonstration. Supposons dans un premier temps c < 1; alors, la fonction G c (z) est holo- 
morphe sur C \ R_ et reste bornee au voisinage de la demi-droite R_ (en particulier, sa 
singularity en z = — 1/c est effacable). La loi u c dont la transformee de Cauchy est G c peut 
dans ce cas etre retrouvee a l'aide de la formule d'inversion de Perron-Stieltjes : 

du c {s) G c (s-ie) -G c (s + ie) 
, = hm — ^ '— i ; 

dS £^0+ 2l7T 



1. En realite, on a meme convergence en probabilite au sens de la topologie ultra-forte sur C £'W , car il n'est pas 
tres difficile d'evaluer la distribution des longueurs des plus longs sous-mots croissants et decroissants d'un mot 
aleatoirede p,N]j". 
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cette formule classique decoule d'un calcul de residu. Si s est strictement compris entre c — 2 
et c + 2, alors (s — c) 2 — 4 est un reel strictement negatif, done 



lim y (s + ie - c) 2 - 4 = 4 - (s - c) 2 . 

D'autre part, tous les autres termes dans l'expression de G c sont continus au voisinage s ; par 
consequent, 

dMse]c-2,c + 2[) = (V4-(s-c) 2 )-(-i74^(^F) = ^-(s-c) 2 
ds 4i7r(l + cs) 27t(l + cs) 

Si | s — c | ^2, alors (s — c) 2 — 4 est un reel positif, done la racine carree reste continue au 
voisinage de ce point. Par consequent, 

dfi c (s £]c-2,c + 2[) 
ds 

L'expression de ]i c< \{ds) est done etablie, et notons qu'un calcul permet effectivement de 
retrouver 

il suffit d'effectuer le changement de variable s — c = 2 sin 9, de developper en serie entiere les 
expressions ainsi obtenues et d'utiliser les formules de Wallis pour les integrales de puissances 
de la fonction sinus. Lorsque c ^ 1, les memes formules sont valables pour tout point s ^ 
—1/c, mais il faut raj outer un Dirac en —1/c pour prendre en compte le pole de la fonction 
G c (z) en z = —1/c. Comme le residu de G c (z) en —1/c est 



0. 



-1/c + c - V(c + 1/c) 2 - 4 _ -(c - 1/c) - y/(c - 1/c) 2 _ f 1 _l_ 



2c 2c V c2 , 

on obtient bien la formule 2 de l'enonce. □ 



2. Notons que ces mesures deformees sont en realite bien connues : il s'agit des lois images par des homotheties 
des distributions de Marcenko-Pastur reliees aux valeurs propres de matrices aleatoires de Wishart, cf. [Biaoia]. 
On renvoie d'autre part a [LP09] pour l'analogue dans le contexte des matrices aleatoires et des distributions de 
Marcenko-Pastur de nos resultats de deviation gaussienne. 
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Pour la mesure de Wigner les moments pairs sont donnes par les nombres de Catalan : 
^2h(^o) = ^o( s2 ") = C n . Determinons de meme les moments des lois deformees ]i c . 

Lemme 10.5 (Deux identites hypergeometriques). Pour tous entiers positifs m et k, 

* « (2fc + 2 + u-2/) m + 2l + 2-u\2k-2l + u\ 

^ E (m - u + 1 + 2) (m - u + 1 + 1) m - u\ u\ V. I + 1! k - l\ k - I + 1! 
_ m + 2k + 4 m + 2k + 2! 
~~ m + k + 2 m\k\k + 2\ ' 

D 'autre part, pour tous entiers positifs Z et a. < f>, 

* cc + z\ (Z\ oiip-ei + Z-V. 

Demonstration. Ceci rentre dans le cadre des identites hypergeometriques (multivariees) que 
Ton peut demontrer a l'aide de la theorie de Wilf-Zeilberger, voir [PWZ97, WZgza, WZ92b]. 
Ainsi, dans chaque cas, il existe un algorithme qui exhibe des relations de recurrence verifiees 
par les deux membres de l'equation, et d'autre part, il est aise de verifier que les identites 
sont vraies pour suffisamment de valeurs des parametres (m et k pour la premiere identite, 
et Z pour la seconde) ; partant, les identites sont effectivement vraies pour toutes valeurs des 
parametres. Nous laissons les details du calcul des relations de recurrence au lecteur, ou a 
tout logiciel de calcul formel (par exemple Mathematical □ 



Lemme 10.6 (Moments des lois de Wigner deformees). Le n-ieme moment de la loi u c est egal a : 

LfJ n l2k 

M. (n — k + 1) [n — k) k\ k — V. 
Le n-ieme moment entrelace correspondant est egal a : 

LfJ n \lk 



n-2k 



^{n-k)k\k-\ 



Demonstration. On a vu dans le chapitre 2 que les moments des diagrammes continus etaient 
relies aux fonctions generatrices des diagrammes par la formule : 

z- 1 G^z- 1 ) = 1 + £ h k (u>) z k = exp ( £ A . 

k=\ \k=\ K ) 

II suffit done a priori d'effectuer deux developpements en serie; e'est ce que nous faisons 
dans la suite, mais les calculs sont assez apocalyptiques. Notons H c (z) = z _1 G Cl) (z _1 ) = 



5cfe(£ + c - V (i " c ) 2 " 4 ) = 1+cz+ v(i- CZ ) 2 -4^ - D ' apr " s ce qui pr6c " de ' 

H c (z) = 1 + £ MO c ) Z " ; -ttjzt = Pc(z) = E P«(a)z n 

n=l c \ / n=l 
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Le developpement en serie de 2/ H c (z) donne 



( / - \2(m+l) v 

= l + CZ + (l-c Z )(l-2Ec w (- J 



= 2 I 1 



V £o Cm (i-^) 2m+ v 

etant entendu que YLm=o C m x m = 1 ^ 4z - Par consequent, 



z 2m+2r 



w c (z) — l + 2^ 2^ < c mi c m2 • • • C Wr > - _ ,2„,- r • 

m=Or=l ( i m 1 +m 2 H Ym r =m ) \^ 

Soit f(m,r) la somme entre crochets. On a f(m,0) = 0, /(m, 1) = C m , et compte tenu de la 
formule de recurrence pour les nombres de Catalan, f(m, r) = f(m + l,r — 1) — /(m + 1, r — 2). 
Par consequent, on peut demontrer par recurrence que 

r , \ 2m + r-l! 

f(m,r) = r — - — . 

m\m + r\ 

Finalement, on utilise le developpement = YT=o ( 2m+, / + '~ 1 ) c l z l pour obtenir : 

C(Z)= + £oS5 r "2m + r-l! ~rn!ffl+"rT C 



L5J / fc ( 
' r 



Pour tous entiers positifs a, b et c, (j^L) = YLr^i Q C^) — cette identite peut etre demontree 
bijectivement en regroupant les parties de taille b + c + 1 dans [1, fl + 1] suivant la valeur de 
leur (b + l)-ieme element. En particulier, 



/ n — r — 1\ / n 

M 



^ \n-k + l 



si Ton prend a = n — 1, b = letc = n — k — 1. Ainsi, le terme entre parentheses dans 
l'expression precedents de H c (z) est simplement 



(n-k + l)(n-k)k\k-V. ' 
et on obtient bien l'expression attendue pour h n (Cl c ). 



La preuve de l'identite pour les moments entrelaces est tout aussi laborieuse 3 . Pour com- 

3. On pourrait aussi utiliser les relations de Newton pour calculer recursivement les p n (Q c ) a partir des h n (O c ), 
mais ces calculs reviennent essentiellement a ceux presentes ci-apres. 
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mencer, on remarque que : 

P c (z) = ^=^= (c C(1 " CZ) +4Z 



— c 



1 + cz + A /(l-cz) 2 -4z 2 y ^(l-cz) 2 -4z 2 

zH c (z) / c(l -cz) +4z 
2 ^ 73 - cz) 2 -IP 

^( C £( 2 ;)(r^) 2 "-£( 2 ;)(r^) 

zH c (z) 



2n co / ^\ / „ \ 2n+V 



Si «i ^ 2, le coefficient de z" 1 dans la serie zH c (z)/2 est d'apres ce qui precede egal a 

1 y-> n i ~ 1! m-2*-i . 

2 ,g (ni-fc)(ni-fc-l)fc!fc-l!ni-l-2fc! 

et si n 2 ^ 1, le coefficient de z" 2 dans le second terme T c (z) du produit P c (z) est egal a 

2 L V" 1 M2 ~ 1! r n 2 -2/-l +4 ^r J M 2 ~ 1! n 2 -2/-l 

^ n 2 - 2/ -2! /!/ + !! ^ n 2 -2/-l!/!/! 



2 L 2 J n 2 + l! 



= £: E 



■c 



"2 ,to n 2 -21 -V.Ul + V. 
De plus, le coefficient de z dans zH c (z)/2 vaut 1/2. Par suite, comme 

[z n ](Pc(z))= E [z ni ](zH c (z)/2) x [z" 2 ](T c (z)), 

«l+n 2 =n 

on voit que pour n ^ 3, p n (Cl c ) est la somme des expressions suivantes : 



^ = x V — c"~ 2fc 

n-1 n-2k\k\k-V. 



(n 2 + 1) ni - 1! n 2 - 1! m x - fci - 2! 



n-2A: 1 -2fc 2 -2 



,„_, 2=n n x -k x \k x \k x - 1! m - 2fc! - 1! n 2 - 2k 2 -V.k 2 \k 2 + 1! 

«!>2, n 2 >l 
2<2fc 1 sS« 1 -l 
0<2it 2 <ji 2 -l 

(n 2 + 2) n 1 + V.n 2 \n 1 -k 1 -V. n-2h-2k 2 -4 

n 1+ t=n-z - fc i + fc i + 1! "i " 2fci - 1! n 2 - 2/c 2 ! fc 2 ! fc 2 + 1! 

fJi>0, n 2 >0 
0<2fc 1 <n 1 -l 
(K2fc 2 ^n 2 

y /(fci,A: 2 ,M,n)n-2A: 2 -2-M!2A: 2 + M! „_ 2)c _4 
^„^4-2. n-u-2k-V.u\k 1 \k 1 +V.k 2 \k 2 + V. C 

Q^k=k x +k 2 

ou f(k x ,k 2 ,u,n) = {n _ u _ kl _ 2k 2 k J 2) tn" u - kl - 2k2 - 3) • L es moments p„(Q c ) sont done bien des po- 
lynomes en c avec tous les termes de degre pair ou tous les termes de degre impair. Le terme 

180 



io.2. Asymptotique pour ol ^ 1/2. 



de degre n — 2 en c provient seulement de A, et est egal a 

1 n! n^ 2 



ft-1 ft-2! ft - 11!0! 

Ainsi, la formule de l'enonce est vraie pour le coefficient de c"~ 2 . Pour les autres coefficients, 
il s'agit de montrer que si k ^ et n — 2k — 4 ^ 0, alors : 

^ f(k v k 2 , ft, ft) ft - 2k 2 - 2 - ft! 2fc 2 + ft! n+ 2fc+4 

o<« J^4-» n-"-2fc-4!ft!/ci!/c 1 + l!fc 2 !^2 + l! ~ (n -fc - 2)(n - 1) fc + 2!fc! " 

En effet, le terme de droite est la difference des coefficients de c n ~ i ~ 2k dans la formule de 
l'enonce et dans le terme A. Cette derniere identite est equivalente a la premiere partie du 
lemme 10.5. Finalement, on laisse au lecteur le soin de verifier que la formule pour p n (Cl c ) 
reste vraie pour n = 1,2. □ 



Dans l'algebre des observables etendue 6^ , introduisons les elements 

~ Pk+l y K k+l-2l (E) l/2 

qk ' c (fc + 1) (^i) fc / 2 ^ (k + l-l)l\l-V. { l) ' 

Lorsque c = 0, on retrouve les observables presentees page 43. 

Lemme 10.7 (Moments de la deviation d'un diagramme). Soit A un diagramme de Young, A* 
le diagramme continu renormalise en abscisse et en ordonnee par un facteur 1/y/n, et Aa /C (s) = 
A*(s) — Q c (s). Pour tout entier k, 



^ [ s k A A/C (s)ds 



k + 1 



Demonstration. D'apres la seconde partie de la proposition 10.6, l'observable % iC {X) est sim- 
plement egale a 

k+i i (^(A)F^ ~ Pfc+i(a) J = m^ +i(A) ~ Pfe+i(a) )- 

De plus, pjt +2 (A) = J R s k+1 c"(s) ds = ( fc+1 j L ( fc+2 ) /r s ^ ( ^p^ ) ^ s pour tout diagramme continu 
A G Ainsi, 

= ^ / s fc ((A*( S )-|s|)-(a( S )-| S |))is = ^ / s fc A A , c (s)ds. 
^ ^ Jr 

□ 

Lemme 10.8 (Moments decales de la deviation d'un diagramme). Avec les memes notations, 
pour tout entier k et tout diagramme de Young A, 



^ f (s-c) k A Kc (s)ds 

1 JR 



(k + l)(k + 2)\^ k+2 \ l ) 2<2 fe +2 V «' 
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Demonstration. On developpe (s — c) k par la formule du binome de Newton 

f {{? ~ of | A V ) = £ (J) (- C )»-' ^ jf s ' A v (s) ds 



V» A + 2\ ( H2 _, p/M - A(c) 



ou A(c) est l'expression suivante : 

LU+i fc+i fc! 

A(C) = £ x /= £_ 1 fc + l-/!/-2m + l!m!m-l!(/ + l-m) 



^ it! f fc ^, m /k-2m\ (-l)*-«-2« 

^ k-2m\m\m + 1! 1^1 " / w + w + 1 

m=0 I w=0 \ / 1 1 



c k-2m 



Le terme entre crochets peut etre calcule en ecrivant u+ } n+1 = /g 1 *" +m dx. Ainsi, 

= /" x m (x-l) k - 2m dx = (-1) 
Jo 



k-m + V. 



Par consequent, A(c) = eJ£ k - m+ v. m+ v. M*" 2 ™ = flEtffeaj ^=0 (£5) (- c )*~ 2 ™ et on en 
deduit la formule de l'enonce. □ 



Ceci etant, sous une mesure de Schur-Weyl de parametres tx = 1/2 et c > 0, le theoreme 
de Sniady 3.5 s'applique de nouveau, avec pour parametres : 

Cr + i = lim k n (L } ) n~ l ~¥~ = lim k n (R }+1 ) n^'^ 1 = c 1 ^ 1 ; 

= lim kniZuZm)^^ = \im k n (R l+l ,R m+l ) n'^ 

moo n— >oo 

= lim k n (a u a m )rr? -lmc l+m ~ 2 + V —c a +h ---c a+b 

ft— >co '—' f 

(=«lH Mr 

m=fc]H hb r 

= _ /m c /+m-2 + ^ — c i+m - 2r = e n f w v c ' + '" -2 '' • 

/=«!+•••+(!, r r>2 W V r / 

m=fcjH hfcr 

Ainsi, les observables (generalisees) 

W W = (A) 1/2 ( t^W - H ; x ; , 2 = (^) 1/2 ( ~~~~~~t - c 1 - 2 ) 
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sont asymptotiquement gaussiennes centrees, avec les covariances limites indiquees par la 
formule ci-dessus. Dans ce qui suit, nous developpons les moments decales de la deviation 
d'un diagramme en fonction de ces nouvelles observables. 

Proposition 10.9 (Comportement asymptotique de fonctionnelles lineaires de la deviation). 

Soit p(s) un polynome en s, et A € ^ un diagramme de Young aleatoire tire suivant une mesure de 
Schur-Weyl de parametres a. = 1/2 et c > 0. La variable aleatoire 



s/n(p(s) I A A , c (s)) = Vn p{s) A A/C (s) ds 

JR 



converge en hi vers une variable gaussienne centree. 

Demonstration. La partie importante de la proposition est en fait l'existence d'une limite et son 
caractere centre, voir la preuve de la proposition 10.13 ci-apres. D'apres ce qui precede, pour 
tout I plus grand que 2, 



^fHV_ c i- 2 \ = ^ (Ri (A , } _ Ri (Qc)) 

V H2 / 



converge vers une variable gaussienne centree, et on a meme convergence en loi jointe vers 
un vecteur gaussien (centre). De plus, le resultat reste vrai pour / = 1 (dans ce cas la variable 
aleatoire est nulle pour tout n). Soit u = (u\, . . . , u r ) S <¥ . La deviation ^fn (R }l (A*) — R fi (Q c )) 
peut etre developpee en 

!=0 

Chaque R f ( 1 ... f ;,._,_ 1 (A*) converge vers la constante R^ 1 .,.^ r _ i _ 1 (Ci c ), et d'autre part, chaque de- 
viation \_\fn (R f , r _,.(A*) — R lir _ ; (O c ))] converge vers une variable gaussienne centree; de plus, 
toutes ses convergences sont jointes. Par consequent, la limite des -^(R^A*) — R ?< (Q C )) est 
un element d'un espace gaussien dont toutes les variables sont centrees : 

Vp, A )3/C (R f( ) = v^(R K (A*)-R^(a)) — > A/"(0, (a^) 2 ) . 

Comme precedemment, on peut meme raffiner ce resultat et montrer que pour tout vec- 
teur (A„ /C (R (l)),. . ., A„ /C (R„( S ))) de deviations, on a convergence en loi jointe vers un vec- 
teur gaussien centre. Comme les R^ forment une base de l'algebre <5 ', on a le meme resul- 
tat pour toute famille d'observables p^\. . ■ ■ le vecteur des fluctuations renormalisees 
( A„ /C (/W ),..., A„ /C (f^ ) ) converge en loi jointe vers un vecteur gaussien centre. Or, le lemme 
10.7 assure que 

AUs) \_ A«(p l+2 ) 



(* + l)(* + 2) 

est une fluctuation renormalisee d'observable ; la proposition est done demontree. □ 



Lemme 10.10 (Formule de changement de base entre les moments entrelaces et les caracteres 
centraux). Pour k ^ 2, p^ est la composante de plus haut poids de Y observable 



f/=l'"l2'"2---s ms !>1 
\ll\+H}l)=k 
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Demonstration. On renvoie a [IO02, proposition 3.7] ; il s'agit essentiellement de combiner la 
formule de changement de base entre les moments de Frobenius et les moments entrelaces et 
la formule de changement de base entre les caracteres centraux et les moments de Frobenius, 
voir page 24. Notons que cette formule permettra de se passer du degre de Kerov 4 introduit a 
la fin du chapitre 3 ; ainsi, tous nos raisonnements utiliseront la filtration du poids sur l'algebre 
d'observables G. □ 

Exemples. Les premiers moments entrelaces s'ecrivent dans la base des caracteres centraux : 

pi =0 ; p 2 = 2Lr 

p 3 = 3E 2 ; p 4 = 4E 3 + 6E U + 2E 1 

p 5 = 5E 4 + 202:2,1 + 15E 2 

p 6 = 6E 5 + 30Z 3/1 + 15E 2 , 2 + 20E 1X1 + 30E U + 60E 3 + 2E 1 

Ainsi, on voit par exemple que pe est la composante homogene de plus haut poids de 6E5 + 
3OH31 + 15E 2/2 + lOEi^i, et compte tenu de la factorisation en plus haut poids des caracteres 
centraux, ceci est en accord avec le lemme enonce ci-dessus. 



Lemme 10.11 (Deux identites sur les partitions). Pour tous entiers positifs s ^ I, 

v l - = 1 -( s - 1 ) 

Plus generalement, etant donnees des variables (aleatoires) Y p ^i, on a 
Demonstration. La premiere formule est equivalente a 

|j<|=s 



m x {]i),...,m s {}i)j 



et les deux termes decomptent le nombre de Z-uplets d'entiers strictement positifs (s\, . . . , S/) 
tels que Si + • • ■ + S; = s. La premiere identite est done vraie, et pour la seconde formule, on 
peut effectuer la manipulation suivante : 

i(i,)=i e(ji)=i 

= E E t r J 

" ? ' 1 \Um m Am (max(0, m! (^)-l))! 



4. La filtration de Kerov est neanmoins interessante, et nous verrons dans le chapitre suivant qu'elle est tout a 
fait adaptee a l'etude asymptotique des mesures de Gelfand. 
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En effet, la plus grande part possible d'une partition de longueur / et de taille s est s — / + 1. 
Alors, en intervertissant l'ordre de sommation, on obtient : 



s-Z+1 

si = e y< 

i=l 



( 



\ 



E 



\i(]i)=i-i 



_ 1 I 

1 - i=i 



l-V. £ V /-2 

d'ou la seconde formule en effectuant le changement d'indices u = s — I + 1 — i. 



□ 



Lemme 10.12 (Developpement gaussien des moments entrelaces sous les mesures de Schur- 

it— 1 

Weyl). Pour tout entier ft: ^ 1, Y observable renormalisee p^{\)/n~ est egale a 



[kj{ k\ k _ 2l \ , ^ ft! f k ^ 1 fl-2 + u 



"\Z (k-i)k-2Ui-v.n c ) + £r^&=v.[L[ m jc"w 1+ ,_ 2; _ u 



1=1 \u=0 



plus une variable aleatoire V^(c) ^wz sows Zes mesures de Schur-Weyl SW n l / 2/C converge en probability 
vers une constante L^(c). 

Demonstration. La proposition 10.10 permet d'ecrire : 

\\ H \+l( H )=k^i^ m '^' 1 m 

ou Djt_i est une observable de poids ft: — 1. Decomposons D^-i dans la base (graduee) des 
cumulants libres : 

Dk-i = E d M R ?< • 
mi(^)=0 

Comme R^/n^^ 2 converge en probabilite et en moments vers c^v\~^w t la variable V)t(c) = 
Djt_i/n^ -1 ^ 2 converge en probabilite vers 

wi(^)=0 

Concentrons-nous maintenant sur la partie restante p~k — D^-i- On utilise l'astuce de calcul 
suivante : 

— E^ = ^ n L ff — ^vllH±r 



Une partition u etant fixee, developpons le produit n«>i (^y^ + c ) ■ L es deux premiers 
termes du developpement sont 
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et le reste est un 0(n 1 ), de sorte que : 



Pk ~ Dfc-i 



k-l 

n 2 



E 



k^A(fi) 



k^B{u) 



0(n 



-l/z\ 



On utilise alors le lemme 10.11 pour simplifier les deux sommes. La premiere somme est 
simplement egale a 



Id 



Jk-22 



\ 



» E 



fc! 



Jk— 2/ 



^ (fc-Z)fc- 2/! /-I!/! 



et pour la seconde somme, on pose Y p = Wp/c? 1 , de facon a obtenir 



L!J fc! C ^ 2 / Yn L!J 



fc! 



£„5 n^i^wi £fc-/i/ 



E 



fc-2/ 

E 

K=0 



Z-2 + m 



Yl+jt-2-w c 



/c-22 



Comme Y\+k-ii-u c k 21 = ^i+k-ii-u c u , le lemme est demontre. 



□ 



Proposition 10.13 (Developpement gaussien des moments decales de la deviation d'un dia- 
grammed Le k-ieme moment translate de la deviation A^ /C examine dans le lemme 10.8 est egal a 

^i;(lcr)Ct^r)(-^)^(^ 

plus une variable aleatoire qui converge vers sows les mesures de Schur-Weyl de parametres cc = 1/2 
et c. 

Demonstration. Compte tenu des lemmes 10.8 et 10.12, ^ J R (s — c) k A\ /C (s) ds est la somme 
des quatres termes suivants : 



LiJ 



fc! 



A. Vn E n _ m \ i. 1 9 _ n 1 _ _ 11 ™i ( 



, 2^/^+2 m 



L2J /-2m 



^ (/ - m) fc + 2 - /! / - 2m! m - 1! m! 



/c+2-2 c fc+2-2m 



fc! /m - 2 + m 



»= E E E k + 2 -Vl-m'm-l' { u ^ < » : 



fc! 

jnr. 

20^k+2 

fc! 



c= y - (-c) k+2 - l v,(c) ■ 

^ Ilk + 2-11 1 J H j ' 



D =-^( e ^,:;_^, (-^ +2 - 2m 



,2«+2 ffl!fc + 2 - ffl! 



Dans A, on intervertit l'ordre de sommation pour obtenir 



A_ v k\(-c) k+2 - 2m \ k +l , fc + 2-2m! ] 

v^" 2s; 2^ + 2 m ^ + 2 - 2m!m - 1! life, 1 (/_ OT )fc + 2-/!/-2m! f ' 
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et on calcule l'expression entre crochets en ecrivant : 

Tr.- 2 ")^-rfrc + v 2 ")^-)^ 

v 1 k + 2-m\ 

Ainsi, A + D = 0. D'autre part, B est une combinaison lineaire de variables asymptotiquement 
gaussiennes centrees, et C tend vers L2</<jc+2 i\k+2-v. (— c ) k+2 ~ l ^/( c )/ qui est une constante. 
Mais compte tenu du lemme 10.9, le £:-ieme moment translate de la deviation converge vers 
une variable gaussienne centree, done 

Finalement, on peut simplifier B comme suit. D'une part, comme Wi = 0, on peut supprimer 
les termes tels que 1 + / — 2m — 11 = 1. D'autre part, si Ton effectue le changement d'indices 
1 + / — 2m — u = k + 1 — x avec x E [0,A: — 1], alors on obtient : 



k-i 

B = E W k+i-x 

x=0 



^ (-1)*+ 2 -' c x - 2m+2 kl I -m-k + x-2\ 

k+2>i>2m>2 k + 2 - III - m\m - V.m - 2\l - 2m - k + x\ 

, l-2m>k-x 



_ ^-1 ^ 1 y-2y-z c x-2y kly + z _ 1[ 

~h y\y-l\z\k + l-x + y + z\x-2y-:A 

avec y = m — 1 et z = I — 2m — k + x. Enfin, compte tenu de la seconde partie du lemme 10.5, 
posant Z = x — 2y, a = y — letjS = y + fc + l — x, on peut clore la troisieme somme : 

fJ { _ c) x-2y kl Z=x-2 V y _ 1+z , 

X tX! _vX7l 7 M ' 





1 LfJ 

E 


E W 'c+l-x 
x=0 


E 


1 fc-1 
x=0 


+1-* 



y\y — V.x — 2y\ ^ y + k + 1 — x + z\\z 

(_ c y-2y k[k + l _ 2y \ 
y\ x - 2y\ k + 1 - x\ k + 1 - y\ 

On laisse au lecteur le soin de verifier que l'abus de notation qui est fait en considerant des 
expressions telles que y — 1! avec t/ = ne change pas le resultat. □ 



Soit Mfc(s) le polynome de Chebyshev de seconde espece, qu'on normalise de telle sorte 
que Wjt(2cos0) = ^&^p^~ - Ces polynomes verifient la relation de recurrence 

u k+2 (X)=Xu k+1 (X)-u k (X). 

Les premieres valeurs sont uq(X) = 1, U\(X) = X, UziX) = X 2 — 1, u^(X) = X 3 — 2X et 
m 4 (X) =X 4 -3X 2 + 1. 
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Theoreme 10.14 (Polynomes de Chebyshev de seconde espece et deviation d'un diagramme). 

Pour tout entier k, V observable ^ (wjt(s — c) | A^ /C ) = 2 f Uk ( s ~ c ) ^a,c(s) ds est egale a 



plus des observables qui sous les mesures de Schur-Weyl de parametre 1/2 tendent en probabilite (et en 
moments) vers lorsque n tend vers I'infini. 

Demonstration. On suit essentiellement le raisonnement de [IOo2, §7]. Le developpement ex- 
plicate du polynome Mfc(X) est : 

a-m\ vk _ 2m 



» fc (x)=E(-i) m M x 



«=o ^ m 



— ceci peut par exemple etre demontre a l'aide de la formule de recurrence sur les polynomes 
de Chebyshev. Etant donnes deux ensembles de variables ao, a.\,... et bo, b\, . . ., les relations 
suivantes sont equivalentes : 



b * = E ( ^ ) a k-2m 



m=0 



£0 ' k-m\ m I 



k>0 



voir [IOo2, p. 36]. Notons B/t+l/ + 1) l a variable aleatoire calculee dans la proposition 10.13. 
Alors, la fonctionnelle lineaire de la deviation associe au polynome de Chebyshev translate 
u k (s — c) s'ecrit : 

- 

\ 1 a /„ NX ^/ ismf k - m \ B k+l-2m 



^ {Uk (s-c)\A A As))=t(-l) m ( k m m ) 

Z m=0 V m / 



k + l-2m 



1*1 



-£<-«f + ir") 



Comme Bo = Bi = 0, l'indice m peut en realite etre pris jusqu'a L^rJ> done l'expression 
ci-dessus est exactement A k+ i/ (k + 1), ou les A et les B verifient les relations presentees 
precedemment. II suffit done d'identifier les variables aleatoires A k telles que 

v<E(|c:octi^)(-^)- + -Ic:>^. 

Dans le membre de gauche, inversons l'ordre de sommation : 

^cr)(TC + v 2m )<-)'— ) 

On a done = Y^Zl (^j 1 ) (-c)' W fc+ i_!, ce qu'il fallait demontrer. □ 
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Finalement, la proposition 10.14 conduit a un theoreme central limite pour les mesures de 
Schur-Weyl tout a fait analogue au theoreme 3.4 : 

Theoreme 10.15 (Deviation des diagrammes par rapport a leur forme limite sous les mesures 
de Schur-Weyl de parametre ol = 1/2, [Meioc]). Soit (^k)k^2 unefamille de variables gaussiennes 
independantes, centrees et toutes de variance 1. Sows une mesure de Schur-Weyl de parametres a = 1/2 
et c > 0, pour tout k^l,la variable 

— - (u k (s - c) I A A/C ) = — ^ f u k (s - c) A A;C (s) ds 
L 1 Jk 



converge en loi vers £k+i/Vk + 1. Par consequent, au sens des distributions temperees sur Vintervalle 
[c — 2,c + 2], le processus y/n A A/C (s) converge en loi vers le processus gaussien generalise 

A c (s) = A(c + 2cos0) = - £ ^7= sin(Jfc0), 

71 /c=2 yk 

c'est-a-dire le processus du theoreme 3.4 decale en abscisse de c. 

Ainsi, le processus de theoreme central limite de Kerov est universel pour les mesures de 
Schur-Weyl de parametre a = l/2, c>0oua>l/2(ce qui correspond au cas c = 0). 

Demonstration. Par rapport au cas c = 0, une difference essentielle est la non independan- 
ce asymptotique des variables W; : ces variables convergent en lois fini-dimensionnelles vers 
un vecteur gaussien (W/ /O0 )/^2 dont la matrice de covariance n'est pas diagonale. Neanmoins, 
si Ton applique le processus d'orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base (W r / 0O )/^ 2 de 
l'espace gaussien limite, on peut retrouver des variables gaussiennes independantes. Ainsi, 
etant donne un vecteur gaussien (W/ /0 o)/^2 dont les covariances sont donnees par 



fc l+ m -2r 



cov(W l/00 ,W m/00 ) = eQ (7) 
notons (T; /00 );^2 la famille de variables aleatoires definies par : 

t ^=e(!-)(- c ) ; w / _ ; - 0O . 

;=0 V/ 

Les relations de changement de base inverses sont bien sur W/ /0O = £?Co (j) d T)_j /CO , et on 
deduit de ceci les covariances des variables gaussiennes Tj /00 : 

cov(T //CO , r„ (/0O ) = l J=m I . 

Autrement dit, (£1)1^2 = (Ti /00 / Vl)i^2 es t l'orthonormalisee de Gram-Schmidt de (W/ /0O )/^ 2 
dans l'espace gaussien. Or, d'apres le theoreme 10. 14, 

f Ms - c) 1 a v) _ ^ E ( k I J ) (-o< >w = T -m = Mr 

lorsque n tend vers l'infini. La premiere partie du theoreme est done etablie, et la seconde 
partie s'en deduit exactement comme dans la section 3.4. □ 
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Lorsque c < 1, le theoreme 10.15 decrit entierement la deviation asymptotique, puisque 
celle-ci est entierement incluse dans l'intervalle [c — 2, c + 2] . Au contraire, lorsque c ^ 1, 
la zone s G [— l/c,c — 2] est imparfaitement decrite par le theoreme, car les polynomes de 
Chebyshev « decales » u k {s — c) forment une base orthogonale de l'espace L 2 (dpo(s — c)), et 
cette mesure — c'est-a-dire la loi de Wigner decalee d'un facteur c — ne charge pas l'inter- 
valle [— 1/c, c — 2]. Un fait trivial merite neanmoins d'etre mentionne : dans cette zone, le 
diagramme reste toujours sous sa forme limite, puisque la mesure de Schur-Weyl ne charge 
que les diagrammes de longueur £(A) ^ N = n 1 ^ 2 / c. 



Concluons cette section par une remarque. II faut admettre que la preuve que nous don- 
nons du theoreme 10.14 repose sur des simplifications miraculeuses dans les calculs, et l'uni- 
versalite du processus de Kerov ne parait pas en l'etat etre un resultat profond sur les par- 
titions aleatoires. Dans le cas de la mesure de Plancherel, nous avions note la coincidence 
suivante : les polynomes orthogonaux de la mesure de transition limite }Iq (la loi de Wigner), 
c'est-a-dire les polynomes de Chebyshev de seconde espece, formaient egalement une base 
orthogonale de l'espace L 2 (A), c'est-a-dire que les 



lim — - f u k (s)k x (s)ds = \ [ u k (s)A(s)ds 



sont des variables gaussiennes independantes engendrant l'espace gaussien limite. Mais pour 
les mesures de Schur-Weyl, les polynomes de Chebyshev decales u k (s — c), qui forment une 
base orthogonale de l'espace L 2 (A C ), ne sont pas les polynomes orthogonaux associes a la 
mesure }i c — ce sont les polynomes orthogonaux associes a la mesure 



V4 - (s - cY 
he[c-2,c+2] ^ ' 

II semble done qu'on ne puisse pas employer dans un contexte general des methodes de 
polynomes orthogonaux, et l'apparition des polynomes de Chebyshev de seconde espece dans 
l'etude des deviations semble plus liee a la combinatoire des observables de diagrammes qu'a 
l'expression de la forme limite. 



10.3 Asymptotique pour oc < 1/2 

Finalement, etudions le troisieme regime asymptotique des mesures de Schur-Weyl, c'est- 
a-dire avec oc < 1/2 et c > 0. Comme precedemment, on peut calculer explicitement les 
esperances SW nA/C [Ly] pour toute partition ]i : 

SW w [i; F ] = n^N'W-M ~ c M-?(f) n \F\+^(F)-*M . 

Dans ce contexte, il est utile d'introduire une nouvelle filtration sur l'algebre 6. Ainsi, pour 
oc < 1/2, definissons le a-degre d'une observable p f , par 

de Scc(Pf) = i 1 - a )\n\ + ^(l 1 ) 

= (l-2*)|j*|+«(|7*|+£(f0) = (l-2a)deg(p ;( )+awt(p F ). 

Comme deg(p F ) = Eiii d e g(p#) et wt(p f( ) = Ei£i^wt(p w ), le a-degre est multiplicatif, et 
peut done etre etendu en une filtration d'algebres sur G. D'autre part, on constate que le oc- 
degre interpole le degre des observables et le poids des observables; ainsi, deg (-) = deg(-) 

etdeg 1/2 (-) = ^p-. 
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Lemme 10.16 (Factorisation asymptotique pour le a-degre). Pour toute partition ji, E^ est d'a- 
degre (1 — «)|w| + te^(w), et sa composante homogene de plus haut cc-degre est p„. Par consequent, les 
caracteres centraux ont la propriete de factorisation asymptotique en plus haut a-degre : 

E n * Efi 2 = E }h u F2 + (termes d'a-degre inferieur) . 

Demonstration. On decompose E^ dans la base des p v , et on utilise l'expression de deg a comme 
interpolation entre le degre et le poids des observables. Ainsi, si E }1 = Y^i c \i Vv a l° rs pour 
toute partition v telle que c^ 7^ 0, on a : 

- \v\ ^ |w I avec egalite si et seulement si v — M. 

- \v\+£(y) < |w| 

Comme 1 — 2a. > 0, on en deduit que le a-degre de E }1 est egal a 

(1 -2<x)\}i\ + +W) = +u£{fi), 



et l'unique moment p v apparaissant dans E^ et d'a-degre (1 — a 
priete de factorisation asymptotique s'en deduit immediatement. 



|w| + u.l(u) est p fl . La pro- 

□ 



Theoreme 10.17 (Convergence en probabilite des observables sous les mesures de Schur-Weyl 
de parametre a < 1/2, [FM10]). Sous les mesures de Schur-Weyl SW„ A/C avec a. < 1/2, on a : 



n {l-a)\]f\+Ki(ji) 



pour toute partition u. 

Demonstration. Pour toute observable de diagrammes /, SW nA/C \f] = E[f] est un 0(n deg «^) ; 
en effet, ceci est vrai sur la base des caracteres centraux. On sait deja que 

E u 



E 



n {\-ci)\}i\+cd^) 

lorsque n tend vers l'infini. Mais de plus, E 



est egal a 



E 



E [observable d'a-degre inferieur a 2(1 — «)|w| 



n 2(l-tx)\fi\+2cc£(fi) 



n Z(l-»)\]t\+2cd(]t) 



Par Bienayme-Chebyshev, on en deduit la convergence en probabilite de En / n de 8a( z /') vers 
c \y.\-l(p) t Et comme la composante de plus haut a-degre de E }1 est p u , on a la meme propriete 
pour les moments de Frobenius renormalises. □ 

Ce theoreme impliquera l'existence d'une forme limite pour les diagrammes renormalises de 
facon non isotrope; cf. le theoreme 10.22. 



Compte tenu des resultats connus pour les mesures de Plancherel, les ^-mesures de Plan- 
cherel et les mesures de Schur-Weyl de parametre a ^ 1/2, il est naturel de chercher a preciser 
le theoreme 10.17 par des resultats de deviation gaussienne. Dans ce contexte, les techniques 
de cumulants d'observables fonctionnent a nouveau, mais elles donnent seulement un resultat 
partiel. Pour commencer, demontrons l'analogue pour le a-degre des lemmes 8.9 et 8.10. Dans 
ce qui suit, on note k a les cumulants d'observables sous les mesures de Schur-Weyl SW„ A/C 
avec a. < 1/2, et k' les cumulants disjoints sous ces memes mesures. 
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Lemme 10.18 (Ordre de grandeur des (a < l/2)-cumulants disjoints). Pour toutes observables 
de diagrammes X\,. . . ,x r , k' a {x\,. . . ,x r ) = 0(n de ^«^ + '" +de ^ Xr ^ r+1 ). 

Demonstration. De nouveau, il suffit de montrer le resultat pour une base algebrique de G, 
par exemple les caracteres centraux des cycles. Ainsi, dans tous ce qui suit, les Xj seront des 
observables Ej.. Le produit disjoint de telles observables E^,. . .,Ej r est simplement Z ;i , 2/ /!r , 
et l'esperance d'une telle variable est 



ir ]=n 



ih+k-l Mr 



JS/(ii— 1)H — h(ir-l) ' 

Exactement comme dans la preuve du lemme 8.9, il existe done des nombres a, tels que 



BR ,-,] = in«i, )" w ,:+ ' 



et la seule difference par rapport au cas precedemment traite est que les a, = de- 
pendent maintenant de n. Neanmoins, on peut suivre exactement le meme raisonnement que 
pour le lemme 8.9, et ainsi, 

K&h = m^J V)) = (n*i) 0(n^+"-^- r + 1 ) . 

Maintenant, Yf j=1 a t . = c <h+-+ir-r) n ar-cc(i 1 +.~+i r ) / ^ onc 

kl(E h ,...,E ir ) = o(n( 1 -*)^+- + ^ + « r - r+1 ) = 0(n de s«& i J+-+ de g«(Zir)-r+^ . 



Lemme 10.19 (Ordre de grandeur des (a < l/2)-cumulants). Pour toutes observables de dia- 
grammes x\,..., Xr, k K (x lr . . . , x r ) = 0(n de sM)+-+ de s x M-r+iy 

Demonstration. De nouveau, on est amene a estimer les cumulants identite k ld d'observables, 
cette fois-ci vis-a-vis de la filtration du a-degre. Dans la preuve du lemme 8.10, on a montre 
que : 

deg(fc id (xi, . . . , x r ) ) < deg(xi ) + • • • + deg(x r ) - r + 1 . 
D'autre part, il est demontre dans [So6b] que : 

wt{k id {xi,...,x r )) <wt(*i)H hwt(x r ) -2r + 2. 

Comme deg a (-) = (1 — 2a) deg(-) + awt(-), on en deduit immediatement : 
deg fl (fc id (*i, ...,x r ))^ deg a (x!) + • • • + deg a (x r ) - r + 1 . 

Ainsi, un cumulant identite de caracteres centraux de cycles k ld (Ei ir . . . ,E{ r ) est toujours d'a- 
degre inferieur a (1 — a) {i\ + • • • + i r ) + ocr — (r — 1). On ecrit alors : 

= E *'(4 d (%*>* id (£^ 2 ) v d (E ijeni )) , 

Le a-degre d'un fc ld (.E2 ) est inferieur a (1 — a) Eyg^ Z; + «|7Tjt| — (l^fcl — 1) d'apres ce qui 
precede. Une partition n etant fixee, la somme de ces a-degres est done toujours inferieure 
a (1 — ot){i\ + • • • + i r — r) + ^(7r), et en utilisant le lemme 10.18, on conclut que le cumulant 
disjoint correspondant est un 

0(n^^ il+ '" +i ^ r)+l ) = 0(n deg « (z 'i )+ ''' +des « (z <> ) ~'" +1 ) . 
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Soit j6 > un parametre reel. On introduit exactement comme dans le chapitre 8 des 
deviations renormalisees 



Calculons les covariances de ces variables centrees. Pour commencer, remarquons que dans 
un produit Z/ Z m : 

1. Vis-a-vis de la filtration du degre, les deux principaux termes sont Z/ m (de degre / + m) 
et ml Z} +m _i (de degre I + m — 1) ; tous les autres termes sont de degre au plus egal a 
l + m-2. 

2. Vis-a-vis de la filtration du poids, le principal terme est ~L\ tm (de poids / + m + 2), et tous 
les autres termes sont de poids inferieur a I + m (et non I + m + 1), voir par exemple 
[So6a, corollaire 3.8]. En particulier, ml H/ +m _i est exactement de poids I + m. 

En utilisant l'expression du a-degre en fonction du degre et du poids, on conclut que : 

1. Le terme E/ m est d'a-degre (1 — a.) (I + m) + 2a, et le terme mlT,i +m _i est d'a-degre 
(1 - a)(l + m - 1) + oc = (1 - oc){l + m) +2k- 1. 

2. Tous les autres termes sont d'a-degre au plus egal a (1 — 2oc) (/ + m — 2) + a(Z + m) = 
(1 - a) (/ + m) + 4a - 2. 

Comme dans la preuve du theoreme 8.13, on decompose k a (Li, L m ) en /c" (Z/, Z m ) + E[Z/ m ] — 
E[Z;] E [.£,„]. Le premier terme donne 



Pour tout j6 < 1 — a, les covariances tendent done vers 0, et : 

Proposition 10.20 (Deviation des observables sous les mesures de Schur-Weyl de parametre 
cl < 1/2). Si a < 1/2, lorsque n tend vers I'infini, 



la convergence s'entendant par exemple en probabilite. 



Partant, il est naturel de s'interesser aux deviations renormalisees de parametre jS = 1 — a, 
et on fixe done cette valeur de f> dans ce qui suit. Compte tenu du lemme 10.19, les cumulants 
d'ordre r ^ 2 des variables Zi jnAiC sont des O(n 1 ~ oir ) : 







n 




0(n 



)• 



tt (l-a)(fcjH \-k r )+ur 
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Malheureusement, cette estimation n'est pas suffisante pour demontrer la convergence gaus- 
sienne : par exemple, si a = 1/3, alors on sait juste que les troisiemes cumulants sont des 
O(l). Le calcul qui precede pour r = 2 montre que l'estimation n'est pas optimale : en effet, 
pour toute valeur de a, les cumulants d'ordre 2 sont bien des O(l), et non des 0(n 1 - 2a ). Nous 
reviendrons plus loin sur ce probleme. 



Supposons pour l'instant a > 1/3. Alors, 1 — car est bien strictement inferieur a pour 
r > 3, done (Zk,n,»,c)k^2 converge en lois fini-dimensionnelles vers un processus gaussien 
(Z] CiO0A/C )]^2- Les covariances de ce processus limite correspondent aux termes de a-degre 
exactement egal a (1 — a)(/ + m)+4a — 2 dans le produit E\ E m . Si Ton ecrit ce produit comme 
somme sur des appariements M de termes £„(m)/ alors les termes £p(M) d'a-degre egal a 
(1 — a) (/ + m) + 4a — 2 correspondent a des produits d'un /-cycle et d'un m-cycle s'intersectant 
en deux points, et dormant deux cycles disjoints ; en effet, il faut a la fois \p(M) \ = I + m — 2 
et \p(M) I + £(p(M)) = I + m. Or, un produit de deux cycles de longueurs / et m s'intersectant 
en deux points d'ecarts — i) dans le Z-cycle et (k,m — k) dans le m-cycle est toujours un 
produit de deux cycles disjoints de longueurs i + k — 1 et / — i + m — k — 1 ; cf. la figure 10.5. 




Figure 10.5 - Le produit de deux cycles Q (en bleu) et C m (en violet) s'intersectant en deux 
points d'ecarts (z, / — i) dans Q et (k, m — k) dans C m est egal au produit de deux cycles 
disjoints de longueurs respectives i + k — 1 (en rouge) et (/ — i) + (m — k) — 1 (en orange). 
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De plus, le nombre de termes de ce type est le nombre d'appariements de taille 2 entre 
[1,Z] et [^m'^c'est-a-dire 

l\ _ 1(1 - l)m(m - 1) 

et chacun apporte une contribution w (i- a )('+" J )+ 4a - 2 c ; + m - 4 dans le calcul du cumulant disjoint 
kl(Ei,L m ) (quelque soit la valeur de i et de k). On conclut que 

lm(l-l)(m-l)c l + m -* 

lim K. a \z^i nac ,^m,n,a,c) — « 
n^co 2 

si / ^ 2 et m ^ 2. Ainsi, sous les mesures de Schur-Weyl de parametre oc strictement compris 
entre 1 /3 et 1 /2, les observables 

Z,(A)-E[Z,] 



n (l-«)(i-l)+« 

convergent conjointement vers un processus gaussien (Z/ /O0 a /C )i^2 de matrice de covariance 



J+m-4 

2 ■ 



Comme cette expression est multiplicative en / et en m, l'espace gaussien correspondant est 
de rang 1, et 

Z h0OA = V2(^) c ] - 2 X 
avec X variable gaussienne centree de variance 1. Ainsi : 

Theoreme 10.21 (Deviation gaussienne des observables sous les mesures de Schur-Weyl de 
parametre 1/3 < oc < 1/2). Sous les mesures de Schur-Weyl de parametre a strictement compris 
entre 1/3 et 1/2, les observables 



Ei(X)-B[Li 



n (l-a)(7-l)+a 

convergent conjointement vers un vecteur gaussien J\f(0, 1) x (1/2 (2) c'~ 2 )z^2- 

En realite, on conjecture que le theoreme 10.21 reste vrai pour toute valeur de oc comprise entre 
et 1/2; en effet, il semble que les cumulants d'ordre r ^ 2 des variables Z^ nArC soient des 

ce qui impliquerait le resultat directement. Malheureusement, l'outil 
du a-degre n'est pas suffisant pour ce type d'estimation. Notons neanmoins que le calcul fait 
jusqu'ici montre que les Z kiflAiC sont asymptotiquement de deuxieme moment fini ; ainsi, les 
estimations 

Z k (\)-E[Z k ] ^ Q f 1 



n (l—cc)k+u 

sont exactes, etant entendu que la constante du O est une variable ( !) de carre integrable. On 
a done un resultat un peu plus fort que la proposition 10.20. 
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Remarque. Le theoreme 10.21 ne se traduit pas directement par un resultat sur les deviations 
des p/(A). En effet, on sait que p\ et D; ont meme composante de plus haut a-degre (a savoir, 
a + (1 — a.)l), et la difference est en fait d'a-degre 2a + (1 — a)(l — 1). Par exemple, 

145 1n 219 1627 

E 6 = p 6 - 6 p 4/ i + — p 4 - 6 p 3/2 + 18 p 2/ i,i - — P24 + -jg- P2 , 

et les termes de plus haut a-degre dans — p& sont done —6 p 4/ i — 6 p3,2, et ils sont d'a-degre 
2a + 5(1 — a). L'observable p/ — Z/ est done d'ordre de grandeur n 2a+ ^ l ^ 1 ^ 1 ^ a \ et d'autre part, 
l'ordre de grandeur de la deviation gaussienne de E[ est n a+l ^ a \ q U i es t strictement inferieur. 



Donnons finalement une interpretation geometrique des resultats de convergence des ob- 
servables de diagrammes. On dessine le diagramme de Young en redimensionnant les lignes 
par un facteur l/n 1_a , et les colonnes par un facteur l/n K . Notons A* a cette region du plan 
— elle a pour aire 1. Alors : 

Theoreme 10.22 (Forme limite des diagrammes sous les mesures de Schur-Weyl de parametre 
a < 1/2, [FM10]). Sous les mesures de Schur-Weyl de parametres a < 1/2 et c > 0, lorsque n tend 
vers I'infini, la region A* a converge en probabilite vers le rectangle de longueur c et de hauteur c _1 . 
Plus precisement, etant fixees des constantes positives r/ et e, pour n assez grand, la probabilite pour 
que le bord de la region A* appartienne a la region hachuree de la figure 10.6 est plus grande que 1 — e. 



„-l 



c l n 



YZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ/y 




CTj 



^zzzzzzzzzzz 



Figure 10.6 - Forme quasi-rectangle typique des diagrammes de Young renormalises sous les 
mesures de Schur-Weyl de parametres a<l/2etc>0. 



Demonstration. Comme dans le chapitre 8, on associe a toute partition A une mesure de pro- 
babilite sur R : 

1=1 i=l 

Par construction, le A;-ieme moment de X^ A est p^ + i(A) / ' n {' i -- a ){k+t)+<x , done converge vers c k . 
Les moments de X\ A convergent done vers ceux de 5 C , qui est une mesure de probabilite sur 
R caracterisee par ces moments ; par consequent, X\ A converge pour la topologie faible vers 
5 C (en probabilite). Notons que l'on sait deja que la hauteur £(\) est majoree avec probabilite 
1 par N = n a /c. Par consequent, le poids de la partie negative 

l^—— d -b i (X)/n^ 
i=l n 
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de la mesure (aleatoire) X\ A est majore avec probability 1 par 

M=y — = — ~ — = — > o. 



On peut done remplacer X Aa par la mesure Y\ A = Yd=\ badty/n 1 -* '• son P°ids converge 
vers 1 et elle converge en probabilite vers 5 C (au sens de la convergence en loi des mesures 
de Radon). Finalement, on peut remplacer les fl;(A) par les A,. En effet, fixons une fonction 
/ bornee et uniformement continue sur R. La difference a '^_~ A ' est bornee par -M^ = 
done pour n assez grand, 



A, 



,1— a 



f 



gj(A) 

«1— « 



pour tout z, et ce par uniforme continuity de / (l'inegalite est vraie presque surement, et pas 
seulement avec grande probabilite). Alors, notant 2,\ A = YjLi ~£ &k-lrO--*t on a : 



\Y AA (f) - Z AA (f)\ < 



| fli(A) A^ f ( i7,-(A) 



!=1 



+ 



flf(A) 

«1— a 



/ 



A, 



,1— a 



A, 



N 2 



+ £ + 



N 2 



De plus, Ei=d+i ~w ^ l Y A,a(l) - Za,«(1)| + qui tend vers car Z Aa est une mesure de 
probabilite, et le poids de Y Aa tend vers 1. Ainsi, on a montre que pour toute fonction / bornee 
uniformement continue sur R, \Y\ A (f) — Z\ A (f) | tend vers (avec probabilite 1), et par suite, 
Za,«(/) converge en probabilite vers 5 c (f) = /(c). Or, les fonctions uniformement continues 
suffisent pour tester la convergence en loi des mesures de probabilite, voir [Bil69, chapitre l, 
theoreme 2.1]; ainsi, la mesure Z\ A converge en probabilite vers S c pour la topologie faible 
sur les mesures de probabilite. 

Fixons maintenant des reels positifs 9, t] et e, et considerons une fonction / continue, qui 
vaut en dehors de [c(l — f//2),c(l + rj/2)] et 1 en c. Comme f(c) = 1, pour n assez grand, 
avec probabilite plus grande que 1 — e, 



N A- 



i=l 



A; 



,1— a 



0+< 



La somme au milieu est majoree par 1 A,/n 1 -«G[c(i-i 7 /2) / c(i+) ? /2)]} ^/ et done par 
c(l + ?//2) 



cardjf [ C (l-j//2), C (l+v/2)]} 



Ainsi, le nombre de lignes A, telles que c(l — f]/2) ^ Aj/tt ,? ^ c(l + t]/2) est plus grand que 

1-0 . (1 -17/2) a . l-»7 « 

n > — i — - n ^ n 



c(l + f]/2) 



pour 6 assez petit, et ce avec probabilite plus grande que 1 — e. C'est exactement ce qui est 
represents sur la figure 10.6. □ 
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En realite, on peut raffiner le resultat donne par le theoreme 10.22 et oter la partie inferieure 
droite de la zone hachuree. Ainsi, pour tous e,rj > et tout n assez grand, les diagrammes 
choisis sous les mesures de Schur-Weyl SW„ A/C sont apres renormalisation compris dans la 
zone hachuree de la figure suivante ave probability plus grande que 1 — e : 



1 . 


C l t] 








V///////////V///////////A 








I 








4 





c 



Figure 10.7 - Forme rectangle typique des diagrammes de Young renormalises sous les me- 
sures de Schur-Weyl de parametre a<l/2etc>0. 

En effet, K. Johansson a montre dans [Johoi, theoreme 1.7] que pour toutes les mesures de 
Schur-Weyl SW nA/C , la longueur de la premiere ligne d'une partition pouvait s'ecrire sous la 
forme 

Aj = c n 1 -* + 2^R + (1 + c n 1/2 - a ) 2/3 n 1/e X 1 

ou Xi suit asymptotiquement une loi de Tracy-Widom (la meme que dans le chapitre 5). Ainsi, 
lorsque a. < 1/2, Ai = cn 1_a + 2i/n + c - v /nn~ 2a/ ' 3 Xi ~ cm 1-1 , d'ou le resultat raffine de la 
figure 10.7. 
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Chapitre 11 

Asymptotique des mesures de Gelfand 



L'un des resultats marquants du chapitre precedent etait la validite (a une translation pres) 
du theoreme central limite de Kerov dans le cadre des mesures de Schur-Weyl de parametre 
a = 1/2 (cf. le theoreme 10.15). Partant, il est naturel de se demander s'il existe d'autres 
mesures sur les partitions qui presentent ce meme comportement asymptotique. Dans ce cha- 
pitre, nous reprenons les resultats de l'article [Meioa] et nous etudions une derniere famille 
interessante de mesures sur les partitions associees a des representations des groupes syme- 
triques : les mesures de Gelfand. II s'agit des mesures de probabilite definies par : 

G„[AEf„ dlmA 



dim n ' 

La fonction de partition Ylue% dim fi peut etre interpretee combinatoirement comme le nom- 
bre d'involutions de taille n ; nous expliquerons ceci dans la section 11.1, et nous presenterons 
des representations explicites des groupes &„ dont les mesures de Plancherel (au sens de la 
definition 3.2) sont ces mesures de Gelfand. La figure ci-dessous represente un diagramme de 
Young tire sous la mesure de Plancherel de parametre n = 400 (a gauche), et un diagramme 
de Young tire sous la mesure de Gelfand de parametre n = 400 (a droite) : 




Figure 11.1 - Les mesures de Plancherel et de Gelfand ont la meme asymptotique au premier 
ordre, mais les mesures de Gelfand ont des fluctuations differentes, et plus grandes. 



Clairement, les formes limites semblent identiques, et nous donnerons dans la section 11.3 
une preuve rigoureuse de ce fait, et une explication intuitive. En revanche, les fluctuations du 
diagramme par rapport a sa forme limite semblent plus grandes dans le cas des mesures de 
Gelfand que dans le cas des mesures de Plancherel — ce point est nettement moins clair sur 
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le dessin, et eventuellement difficile a constater a l'oeil nu 1 ; comme nous le verrons par la 
suite, c'est parce que les fluctuations sont seulement \fl fois plus grandes. De nouveau, nous 
donnerons une preuve rigoureuse de ces observations dans la section 11.3. Notons que les 
mesures de Gelfand, et plus generalement les j8-mesures de Plancherel, ont deja ete etudiees 
dans [BR01] ; en particulier, J. Baik et E. Rains ont etabli un resultat analogue au theoreme 
5.1 pour la longueur de la plus longue ligne ou colonne d'une partition sous la mesure de 
Gelfand (il suffit de remplacer le GUE par le GOE dans l'enonce du theoreme). Ainsi, la vraie 
nouveaute dans notre travail est la determination des fluctuations globales. Les raisonnements 
de ce chapitre seront sensiblement identiques a ceux effectues dans le chapitre precedent, mais 
ils mettront aussi en jeu l'expression asymptotique du nombre d'involutions de taille n (voir le 
paragraphe 11.2), et le degre de Kerov des observables de diagrammes. A un terme constant 
et un facteur multiplicatif \f2 pres, nous retrouverons le processus gaussien generalise de 
Kerov; ainsi, ce processus semble jouer un role universel dans le contexte des modeles de 
partitions aleatoires issus de la theorie des representations. 



11.1 Modeles de Gelfand des groupes symetriques 

Si G est un groupe fini, on appelle modele de Gelfand de G une representation de G dans 
laquelle toute representation irreductible A 6 G apparait exactement une fois. Dans le cas des 
groupes symetriques, une description combinatoire d'une telle representation a ete proposee 
par Adin, Postnikov et Roichman dans [APR07]; la suite de cette section est consacree a 
l'expose de cette construction, qui a depuis ete generalised au cas des produits en couronne 
(Z/rZ) \ 6 n et des groupes de reflexions complexes G(r,p,n) (voir [APR08, CF10]). 

Si M est un modele de Gelfand du groupe symetrique & n , alors sa dimension est neces- 
sairement egale a T,xe% dim A. Or : 

Lemme 11.1 (Dimension d'un modele de Gelfand du groupe symetrique). Pour tout entier n, la 
quantite YLa<=&„ dim A est aussi le nombre de permutations de &„ qui verifient a 2 = idp^j, c'est-a-dire 
le nombre d'involutions de taille n. 

Demonstration. Notons 3 n l'ensemble des involutions de taille n. Si cr est une involution, alors 
a = cr~ l , done la paire de tableaux standards (P(o~),Q(a) = P(a^ 1 )) attachee a a par la 
correspondance RSK verifie l'identite P = Q. Reciproquement, comme la correspondance 
RSK est une bijection, si P = Q, alors comme 

RSK(cr) = (P,Q) RSK(0 = (Q,P), 

on a a = a~ l ; ainsi, a est une involution si et seulement si les deux tableaux standards qui 
lui sont associes sont identiques. Par suite, la correspondance RSK etablit une bijection entre 
tableaux standards de taille n et involutions de taille n, et 

card 3 n = card Std(A) = 2_, dim A. 

□ 



1. Pour rendre apparent le phenomene, on peut colorier l'aire comprise entre le diagramme et sa forme limite ; 
il est alors tout a fait clair que l'aire coloriee est plus grande dans le cas des mesures de Gelfand. 
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Compte tenu de cette identite, il est naturel de rechercher un modele de Gelfand de &„ 
sous la forme d'une action de & n sur l'espace C3 n des combinaisons lineaires formelles d'in- 
volutions de taille n. Si v G 3 n , notons B v l'element de base correspondant dans O n . On 
rappelle que les descentes d'une permutation a G & n sont les indices i G [1, n — 1] tels que 
£{asi) < £(o~), ou Sj = (i, i + 1) est l'une des transpositions elementaires engendrant le groupe 
de Coxeter &„. Nous noterons D(cr) l'ensemble des descentes de a. Alors : 

Proposition 11.2 (Description combinatoire d'un modele de Gelfand du groupe symetrique, 
[Meioa]). Soit p : & n — > GL(O n ) la representation lineaire complexe definie par : 

I — B v si SjVSj = v et i G D(v), 
Si ■ B v = i 

[B s . VSj sinon. 

Cette representation est bien definie, et constitue un modele de Gelfand du groupe symetrique. 

La preuve de la proposition est liee au fait suivant : pour tout groupe fini G, on peut calculer 
explicitement la somme de caracteres irreductibles E Ae g £ A {g), voir [Isa94, chapitre 4]. Dans 
le cas particulier ou toutes les representations de G sont reelles (ce qui est le cas pour tout 
groupe de Coxeter), on a ainsi : 

V^eG, £ <; A (g) = card {h E G | h 2 = g} . 

AeG 

Or, la representation decrite dans la proposition 11.2a exactement ce caractere, voir [APR07] ; 
ceci demontre la proposition, et on retrouve au passage l'identite I n = card 3„ = YL\&»„ dim A 
en evaluant la formule qui precede en g = 1. 



La mesure de Gelfand G n est la mesure de probabilite sur les partitions de taille n associee 
a la representation de &„ decrite par la proposition 11.2; ainsi, G )3 [A] = dim A/%, ou I n est 
le nombre d'involutions de taille n. C'est aussi la mesure image de la mesure uniforme sur 
3 n par la correspondance RSK. Comme d'habitude, on va s'interesser a l'asymptotique des 
partitions sous ces mesures, en utilisant l'algebre des observables de diagrammes pour mener 
une « technique de moments non commutatifs ». Si x A es t 1111 caractere irreductible normalise 
de & n tire aleatoirement suivant G n , alors pour toute permutation c, 

Ceci va permettre de calculer facilement l'esperance des caracteres centraux sous les me- 
sures de Gelfand. 



11.2 Decompte des involutions et des racines carrees dans le groupe 
symetrique 

Soit u = l m 2'" 2 • • • s'" s une partition de taille n, et cr }l G & n une permutation de type 
cyclique p.. Compte tenu de ce qui precede, il est utile de savoir denombrer le nombre de 
permutations T telles que o~p = t 2 . Commencons par le cas ou p = 1" et = idp „j, c'est-a- 
dire par l'enumeration des involutions. Une permutation x est une involution si et seulement 
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si c'est un produit de transpositions a supports disjoints, done si et seulement si elle est de 
type cyclique i"- 2k 2 k . Par suite : 



L 2 J L 2 J M | L 2 J n \ 



2k\ 2 k ' 



Dans le cas general, la permutation n'a pas forcement de racines carrees. En effet, si r est 
de type cyclique l kl 2 kl • • • s ks , alors : 

1. Le carre de tout cycle impair est un cycle impair de meme longueur, done les parts 
impaires l kl 3 ks 5 ks • • • sont conservees par l'elevation au carre r i-> t 2 . 

2. Le carre de tout cycle pair de longueur 21 est un produit de deux /-cycles disjoints, done 
les parts paires 2 kl A ki 6 ks • • • deviennent l 2kl 2 2ki 3 2kh ■ ■ ■ par elevation au carre. 

On conclut que le type cyclique de t 2 est : 

-jfci+2fc 2 2 2k i 3^+2^ 42^ ... (21 + i) fc 2/+i+2fci/+2 (21 4- 2) lkil+A ■ ■ ■ 

Ainsi, admet des racines carrees si et seulement si mn est pair pour tout entier pair 2i. Dans 
ce cas, pour choisir une racine carree de c^, il faut : 

1. Pour chaque entier impair i, choisir les entiers ki et k 2 i tels que = k[ + 2k 2 i- Puis, 
choisir un appariement partiel de 2kn des z-cycles de r, et pour chaque paire {c\,C2) de 
cet appariement, choisir un 2z-cycle dont le carre est c\c 2 ; il y a a chaque fois i cycles de 
ce type. 

2. Pour chaque entier pair 2i, choisir simplement un appariement complet des m2i-cycles 
de longueur 2i de r, et pour chaque paire {c\, c 2 ) de cet appairement, choisir un 4z-cycle 
dont le carre est C\c 2 ; il y a 2i cycles de ce type. 

Le nombre d'appariements de 2k elements parmi i est k[ 2k ; on en deduit la formule sui- 
vante pour le nombre de racines carrees d'une permutation dans <5„. 

Proposition 11.3 (Nombre de racines carrees d'une permutation). Si a a pour type cyclique 
u = l mi 2 mi ■ ■ ■ s ms , alors card {t G &„ \ t 2 = a} = nf=i /(*'/"*;)' avec •' 



f(i,m) = < 



si i est pair et m est impair, 



ml 



^72! V2; si 1 et m sont pairs, 

- L T J m ! ( i\ 



MlvlAv.ii) si i est impair. 

Notons que f(l, n) est bien le nombre d'involutions I„ pour tout entier n. 

Exemple. Determinons le nombre de racines carrees de a = (1) (2) (3) (4, 5) (6, 7) (8, 9, 10) dans 
©io- Si t 2 = a, alors les trois points fixes 1,2,3 de a correspondent soit a une composante 
(1)(2)(3) dans r, soit a l'une des transpositions (1,2) (3), (1,3) (2) et (1)(2,3); ceci donne 
/(1,3) = 4 choix possibles. Le produit de transpositions (4, 5) (6, 7) provient de l'un des deux 
4-cycles (4,6,5,7) et (4,7,5,6), d'ou /(2,2) = 2 possibilites. Finalement, le 3-cycle (8,9,10) 
dans a provient necessairement du 3-cycle (8, 10,9) dans t, d'ou /(3, 1) = 1 possibilite. Ainsi, 
le nombre de racines carrees de a dans 610 est 

/(L3)/(2,2)/(3,l) =8. 
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Fixons alors un caractere central Z„ avec = k, et un entier n ^ k. L'esperance du 
caractere central sous la mesure de Gelfand G n s'ecrit : 

G n [Ejf] =n^G n [x A (}iUl n ' M )} =n^G n [x\l n ' M+mi 2 m2 ••• s ms )] 
= nM card{re6„|T 2 = ^} = nW I n - M+mi f ^ f \ 

In h \ i=2 J 

II est alors important de connaitre un equivalent de I n lorsque n tend vers l'infini. Pour com- 
mence^ determinons la serie genera trice exponentielle des nombres I n . Elle s'ecrit : 

oof 00L1J -1 /_2\*" co oo -i / J2\k / J2 

n=O n - n=Ofc=0 V / p=0 fc=0 " - V / V 

En ecrivant n\ = J °° e~ f £" dt = J °° e~ t+n logt dt et en utilisant la methode de Laplace, on peut 
demontrer le celebre equivalent de Stirling 



J - n ^c° y-J Vlnn . 

D'autre part, etant donnee une serie generatrice de rayon de convergence non nulle, il existe 
de nombreuses techniques analytiques donnant l'asymptotique des coefficients de la serie, 
voir en particulier [FS09, chapitre 8] et [Wilo6, chapitre 5]. Lorsque le rayon de convergence 
est infini, il convient d'utiliser la methode d'Hayman, voir [Wilo6, §5.4]. Nous la detaillons 
ci-apres dans le cas ou G(z) = exp(z + z 2 /2), voir [FS09, chapitre 8, p. 559]. Pour tout rayon 
R, on peut retrouver a n = I n /n\ par la formule de Cauchy : 

j n G{Re ie ) e-' ri0 d9 = J" exp ^Re id + ^ e 2id - niO\ d9 . 



2nR n 

Notons f(9) la fonction dans l'integrande. Le module \f(6) | est egal a : 

exp ^R cos 9 + ^ cos 20 ) < ex P ( R + Y ) = f( R ) ■ 

Le module maximum vaut done m(R) = /(R), et m(R)/R n s'ecrit : 

m(R) / R 2 \ 

-exp R + — -nlogR . 



R n — r V 2 



A n fixe, m(R) est minimum lorsque R + R 2 = n, e'est-a-dire lorsque R = >/i+4n-i ^ 
Dans ce qui suit, nous supposerons que R a cette valeur. Le developpement limite de /(Re 10 ) 
autour de 9 = s'ecrit alors : 



f(Re ie ) = exp I R + Ri9 - — + Ro{9 2 ) + — + R 2 i0 - R 2 9 2 + R 2 o{9 2 )- n\9 J 
= m(R) exp(- (f + R 2 ) (l + o(l))0 2 ). 

Notons que la fonction e(9) = o(l) est une fonction de 9 qui converge vers uniformement 
en R : ainsi, 

Ve > 0, 3r] > 0, VR, |0| ^ tj =4> |e(0)| < e. 



203 



Chapitre 11. Asymptotique des mesures de Gelfand. 



En decoupant l'integrale en trois parties correspondant a des intervalles [—71,-1]], [—77,77] et 
[77, n], on voit done que : 

m(R) f '' exp(- (f + R2 ) (l+e(0))9 2 ye ^C^-expUcosij + ^coslt]] 

exp(- (§ + R 2 ) f + RY^V))- 



2nR n 



Prenons alors t] = n notons que t] tend vers zero, mais Rt] tend vers l'infini; on a aussi 
Rt] 2 qui tend vers zero. Le majorant est alors plus petit que 

^exp{-(R V ) 2 + (R V ) 2 e( V )) , 
et l'integrale restante est equivalente a 

2/r, 



«(«) r e -v 2 dv= m i R) _ ex pg+f) 



Ainsi, a n est equivalent a 2y /^R«+i ex p( R + T')/ e * comme R = v^+^n on orient 



*« — «— >oo 



1 /^«P(^-V4) ^ 1 (»)% xp(Vi _ 1/4) . 



V2 vn/ v^rn V2 



En injectant cet equivalent dans l'expression precedemment donnee pour GnfZ^], on conclut 
que : 

Proposition 11.4 (Asymptotique des esperances des caracteres centraux). Lorsque n tend vers 
l'infini, 

En effet, le terme peut etre remplace par n^, et 

n—k , 

n-k\ 2 /e\2 .at3_.at 1 



2 y/n-k-y/n ^ 

M2 



avec k=\n\— m\{y). Cette expression asymptotique va permettre d'appliquer notre methode 
usuelle de moments ; notons que pour toute observable de diagrammes / G ^,onaG„[/] = 
0(n deg K(/)/ 2 ), car ceci est vrai sur la base lineaire des caracteres centraux — rappelons que le 
degre de Kerov des observables est defini par deg K (X^) = \y\ + m\(}i) pour toute partition }i. 
Comme le degre de Kerov est toujours inferieur au poids des observables, on a aussi G n [f] = 
0(n wt: (/) /2 ) pour toute observable /. 



11.3 Asymptotique des caracteres centraux et des formes des dia- 
grammes 

La proposition 11.4 permettra d'etablir la convergence des formes des diagrammes sous les 
mesures de Gelfand vers la courbe O du theoreme 3.3. D'autre part, elle permet de determiner 
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la distribution asymptotique precise des caracteres centraux des cycles L k . Sous les mesures 
de Plancherel, rappelons qu'on a asymptotiquement 

ou les gjfc sont des gaussiennes independantes centrees de variance 1. Le theoreme suivant est 
l'analogue de ce resultat pour les mesures de Gelfand : 

Theoreme 11.5 (Distribution asymptotique des caracteres centraux des cycles sous les mesures 
de Gelfand, [Meioa]). Sous les mesures de Gelfand, le vecteur des caracteres centraux renormalises 
(L k (A) /n k/2 )^2 converge en lois fini-dimensionnelles vers un vecteur gaussien (y2k£, k + ejt)fc>2/ ou 
les £fc sont des gaussiennes standards independantes, et e k vaut si k est pair, et 1 si k est impair. Ainsi, 



lim^-^M(e kr 2k). 



Lemme 11.6 (Degre de Kerov et produits de caracteres centraux). Si k et I sont deux entiers 
distincts plus grands que 2, alors E ki i est la composante de plus haut degre de Kerov de L k Z;. D 'autre 
part, si k ^ 2 et m ^ 1, alors la composante de plus haut degre de Kerov de (E k ) m e st 

L f J ml /ky 

Demonstration. La premiere partie du lemme est demontree dans [IO02, proposition 4.13] ; 
la seconde partie est essentiellement equivalente aux propositions 4.11, 4.12, 6.2 et 6.3 du 
meme article, et peut etre demontree de maniere purement combinatoire en utilisant l'algebre 
des permutations partielles. Pour commencer, remarquons que le degre de Kerov defini sur 
~ jz/oo peut etre releve a l'algebre des permutations partielles en posant : 

deg K (cr, S) = card (Fix(c) n S) + card S . 

Cette definition fournit bien une filtration d'algebre sur ^00, car 

deg K (( t 7,S)(r,T)) =deg K (crr / SUr) 

= {card (Frx(crr) n(SUT))- card S n T} + card S + card T , 

et le terme entre crochets est plus petit que card (Fix(c) nS)+ card (Fix(r) n T). En effet, si 
x G S fl T verifie o~t(x) = x, alors : 

1. L'element x peut etre dans S\T, mais dans ce cas t(x) = x, done o~(x) = x, et ainsi 

x e Fix(cr) n s. 

2. De meme, x peut etre dans T \ S, et dans ce cas il est aussi dans Fix(r) n T. 

3. Enfin, si les deux hypotheses precedentes ne sont pas verifiees, alors x appartient aSflT. 

On conclut que card (Fix(crr) n(SUT)) < card (Fix(<r) n S) + card (Fix(r) fl T) + card (S n T), 
de sorte que deg K ((cr, S)(t, T)) ^ deg K (c7, S) + deg K (r, T). En tant qu'element de l'algebre des 
permutations partielles, 

(Z k ) m = J^(c 1 ,Si)(c 2 ,S 2 ) ■ ■ ■ (c m ,S m ) 

ou la somme est prise sur les m-tuples de fc-arrangements (an, . . dormant un cycle c; = 
(an, . . . , a ik ) et un support S,- = {a iX , . . . ,a ik }. Comme deg K (L k ) = k, deg K ((L k ) m ) ^ km, et 
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cette inegalite est une egalite, car km est le degre de Kerov d'un produit (c\, S\) ■ ■ ■ (c m ,S m ) 
de £:-cycles disjoints. Ceci etant, determinons tous les produits qui ont ce degre maximal. Si 
deg K ((ci,Si) • • • (c m ,S m )) = km, alors comme le degre de Kerov est une filtration d'algebre, 
ceci impose : 

deg K ((c 1 ,S 1 )(c 2/ S 2 )) = 2k 
deg K ((ci / Si)(c2 / S 2 )(c 3/ S 3 )) =3k 



deg K ((ci,Si)(c 2 ,S 2 ) • • • (c ir Si)) = ik 

Considerons les deux premiers termes (c\,S\) et (c 2 , S 2 ). On a montre que : 

2k = deg K ((ci,Si)(c 2 ,S 2 )) = (card((Fix(ciC 2 ) fl (Si U S 2 )) — card Si fl S 2 } +cardSi +cardS 2 
= 2k + {card ((Fix(cic 2 ) n (Si U S 2 )) - card Si n S 2 } . 

On a done card (Fix(cic 2 ) fl (Si U S 2 )) = card Si fl S 2/ et ceci impose que tout point de l'inter- 
section Si fl S 2 soit un point fixe de CiC 2 . Soit u l'exposant de CiC 2/ de sorte que (cic 2 )" = id. On 
raisonne par l'absurde en supposant que Si et S 2 ont une intersection non vide, mais sont deux 
parties de cardinal k qui ne sont pas egales. Notons alors C\ = (a.\, . . . , et c 2 = [b\, . . . , bj ( ) ; 
par hypothese, l'un des bj est dans S 2/ mais pas dans Si. On itere cic 2 sur cet element. Si bj+\ 
n'est pas dans Si, alors CiC 2 (fy) = c\(bj + \) = fry+i, et on peut recommencer avec bj + \, fey +2 , 
etc. On construit ainsi une chaine bj, bj + i, . . . , b]-\ dont tous les elements sont dans S 2 \ Si, et 
verifient done Cic 2 (& p ) = b p+ \. Comme Si fl S 2 ^ 0, il doit exister un bj qui est dans Si fl S 2 . 
Alors, fl ; = Ci(bj) est un certain (cic 2 ) s (b ; ), et est dans Si. II ne peut pas etre dans Si fl S 2 : 
sinon, ce serait un point fixe de Cic 2 , et tous les (cic 2 ) f (fl,) seraient egaux a a\, en particulier 
(cic 2 )" _s (fl ! ) = {c\Ci) u {bj) = bj. Ceci est absurde car bj n'est pas dans Si. Ainsi, a, G Si \ S 2 , 
et en continuant a iterer cic 2 , on obtient a !+ i, fl,+ 2 , etc. jusqu'a un elment a\ qui est dans Si et 
dans S 2 (voir la figure 11.2). Cet element a.\ est un certain (cic 2 ) s (bj), et est un point fixe de 
Cic 2 . Alors, en prenant a\ = (cic 2 ) f (a{) avec t' = u — s', on retrouve bj, ce qui est absurde car 
bj n'est pas dans Si fl S 2 . 



I C X C2 > c x c 2 

S 2 \ Si S 2 \ Si 



* 0]-\ ■ 

S 2 \Si 



°1 



Si ns 2 



Si\S 2 



CjC 2 



c x c 2 



"Si n s 2 



??? 



Figure 11.2 - Si Si 7^ S 2 et Si n S 2 7^ 0, alors l'identite deg K ((ci, Si) (c 2 , S 2 )) = 2/c fournit une 
contradiction. Les produits de £:-cycles de degre de Kerov maximal 2k sont done ceux pour 
lesquels les supports sont disjoints ou identiques. 



Ainsi, si (c\, S\) (c 2 , S 2 ) a pour degre de Kerov 2k, alors soit les cycles sont disjoints, soit 
Si = S 2 . Dans ce cas, le nombre de points fixes de Cic 2 doit etre egal a k, et ceci impose 
Ci = c^ 1 . Ainsi, c 2 doit etre soit disjoint de Ci, soit egal a c^ 1 . Pour les memes raisons, C3 doit 
etre soit disjoint de Ci et de c 2 , soit egal a l'inverse d'un de ces cycles, en supposant dans ce 
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cas qu'on n'a pas deja Ci = c^ 1 . Par recurrence sur m, on conclut qu'un cycle c, mis en jeu 
dans un produit de degre de Kerov km est soit disjoint de tous les autres cycles, soit apparie 
avec un (et exactement un) autre cycle dont il est l'inverse. Le type cyclique d'un produit de 
degre de Kerov km est done toujours de la forme 1 p k m ~ 2 P, ou p est le nombre de paires de 
cycles inverses l'un de l'autre. L'entier p etant fixe, il y aura un facteur 



nr. 



m - 2p\ p\2P 



devant le terme E^kp^m-ip correspondant au nombre d'appariements partiels avec p paires; 
et aussi un facteur kP , car etant donne un arrangement (an,. . .,a^) dormant un cycle c,-, il 
y a exactement k arrangements distincts (flyi, . . . correspondant au cycle inverse (les k 
permutations cycliques d'une ecriture du cycle inverse). On conclut que le terme de plus haut 
degre de Kerov de [Ei) m est bien 

^ ml /ky 

□ 

Exemple. (H4) 4 = £44 + 24 1^4 42 + 481^8 + (termes de degre strictement inferieur a 16). 



Preuve du theoreme 11.5, premiere partie. Soit k un entier pair, et m un entier impair. Alors, le 
terme L^p^m-zp mis en jeu dans le developpement de (.£/ c ) m a une esperance nulle sous la 
mesure de Gelfand, car m — lp est impair, et les permutations qui ont ce type cyclique n'ont 
done pas de racines carrees. Par consequent, G„[(.£/ C ) m ] est dans ce cas egale a l'esperance 
d'une observable de degre de Kerov inferieur a km — 1, done : 



,fc/2 



0(n km - xn ) 

y,km/2 



0(n 



1/2^ 



0. 



Supposons maintenant k et m pairs. Alors, les esperances des termes de degre de Kerov infe- 



rieur a km — 1 sont negligeables dans l'asymptotique de G n 



„k/2 



, done 



,k/2 



LfJ 

E 

p=0 



ml 



m — lplpl \2 



kV 



^kpym-Zp 



n 



km/ 2 



nil 



kV 



k\ m/2 m ml 

^m/2-plpl 



<m/2 



ml 
m/21 



LfJ 

V '^r-r-r ( ^ ) f(k,m-2p) 

^ Q m - 2pl pi \ 2 1 

= (2k) m/2 (m - 



111) 



Mais on a vu dans le chapitre 5 que les doubles factorielles etaient justement les moments 
pairs d'une variable gaussienne standard centree, les moments impairs etant pour leur part 
nuls. Comme les variables gaussiennes sont caracterisees par leurs moments, on conclut a la 
convergence en loi 

J^A/-(0,2*) 

sous les mesures de Gelfand. Le cas ou k est impair peut etre traite de facon tout a fait 
similaire. Pour les memes raisons que precedemment, on peut negliger les termes qui ne sont 
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pas de degre de Kerov maximal dans l'asymptotique des moments de L k , et ainsi, 



ik/2 



ml 



LfJ 

- y 

£ Q m-2p\p\ \2 



IV G. 



n 



km/ 2 



LfJ 

= E 



ml 



LfJ L^J 



ml 



^ q % p\q\m-2(p + q)\ \2 



^ Q m-2p\p\ \2 

k\ vM _y ml (k 
J = t m-2r\ 



f(k,m-2p) 



LfJ 

- E 

r=0 



m! 



m — 2r! r! 



Jfc r . 



La fonction generatrice correspondant a ces moments limites est donnee par 



oo LfJ 

E E 

m=0 r=0 



oo L~2 



LfJ 



m — 2r! r! 



Fz m = X] E 



m=0 r=0 



m — 2r! r! 



(fe^z'*- 2 '' = exp (z + icz 2 ) , 



et c'est done la fonction generatrice E[e zX ] d'une variable gaussienne de loi Af(l,2k). Ainsi, 
on a la convergence en loi 

Lk - M{\,7k) 



ik/2 



sous les mesures de Gelfand, et on a etabli la convergence (pour le moment non jointe) de 
chaque caractere central renormalise vers une variable gaussienne. □ 



Pour demontrer l'independance asymptotique des caracteres centraux renormalises, on 
doit de nouveau utiliser la theorie des cumulants d'observables. Ainsi, nous allons montrer 
l'annulation asymptotique des cumulants d'ordre plus grand que 3 : 

Lemme 11.7 (Convergence jointe des caracteres centraux renormalises). 



Vr ^ 3, V/i,...,/ r ^ 2, k 



All' n hlV 



lr/2 



= 0(1) 



Comme les £/. sont de degre de Kerov Z;, on sait deja que l'expression precedente est un O(l). 
En effet : 



K*h zti = E Et E 

neQ{l\,r\) nj&n 



t€7T; 



On doit done seulement gagner un ordre de grandeur. Rappelons que le cumulant standard 
peut etre exprime en fonction des cumulants disjoints et des cumulants identite : 

KZh L = E k ' (^(Xuem) k id (L Uens )) . 

7TeQ([l,r]) 

Lemme 11.8 (Degre de Kerov d'un cumulant identite de caractere centraux). Soient l\, . . . , l t 
des entiers plus grands que 2. Si ces entiers ne sont pas tous egaux, alors : 

deg K (fc id (i: ;i ,...,Z /( )) </ 1 + ...+/ t _l. 

Si ces entiers sont tous egaux et si t ^ 3, alors 

deg K (V d (Z,,. ..,£;)) 
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Demonstration. Le lemme 8.12 donne une description explicite des produits de cycles interve- 
nant dans le cumulant identite : 

k id (L h ,...,E h ) = £ C(Ai)C(A 2 ) ••• C(A t ). 

V/, A } eA(lj) 
n{A x A t )={l\,t\} 

ou A(lj) est l'ensemble des /^-arrangements d'entiers, et ou la restriction n(Ai,...,A t ) = 
{ [1, f] } impose que ces arrangements « se recouvrent les uns les autres ». Dans le premier 
cas, comme les Z; ne sont pas tous egaux, quitte a les permuter, on peut trouver un entier 
u < t tels que les l\,...,l u soient identiques, et distincts de tous les l u +i, ■ ■ ■ , U- Considerons 
alors un produit de cycles C{Ai) • ■ ■ C(A t ) apparaissant dans la somme. Si le produit partiel 
C(Ai) ■ ■ ■ C(A U ) n'est pas de degre de Kerov maximal l\ + • • • + l u = ul\, alors comme le 
degre de Kerov est une filtration sur l'algebre des permutations partielles, on a bien 

deg K (C(Ai) ... C(A f )) + - + / f -l. 

Dans le cas contraire, d'apres le lemme 11. 6, le type cyclique du produit partiel des u premiers 
cycles est forcement un l"~ 2k l llk . D'autre part, il existe un indice v G [u + 1, t\ tel que le cycle 
C(A V ) ait son support intersectant le support S du produit des u premiers cycles; prenons 
le premier d'entre eux. Notons que la longueur l v n'intervient pas dans le type type cyclique 
l"~ 2k l llk . Or, d'apres la premiere partie du lemme 11.6, si deux permutations partielles ont 
des types cycliques sans parts communes, alors soit elles ont des supports disjoints, soit leur 
produit est de degre de Kerov strictement inferieur a la somme des degre de Kerov. Comme 
les supports s'intersectent, on conclut que le produit partiel C(Ai) • • • C(A V ) est de degre de 
Kerov inferieur a l\ H \- l v — 1, et en rajoutant les derniers cycles, on obtient : 

deg K (C(A!) ••• C(A t )) + -+U-1. 

Tous les produits de cycles intervenant dans la somme verifient done bien l'inegalite annoncee. 

Dans le second cas, considerant de meme un produit de /-cycles C{A\) ■ ■ ■ C(A t ) appa- 
raissant dans la somme, comme t ^ 3, il y a forcement un arrangement A, qui intersecte deux 
autres arrangements Aj 1 et Aj 2 . En effet, la condition de recouvrement des arrangements im- 
pose que le graphe de la relation i ~ ; A, ■ n Aj ^ soit connexe, done ait plus de t — 1 
aretes. Alors, la somme des valences des sommets 1,2, ... ,t est plus grande que 2(t — 1) > t 
pour t ^ 3, ce qui impose qu'un sommet ait une valence superieure a 2. Ainsi, fixons trois 
entiers tels que A,- n Al ^ et Aj n Aj 2 ^ ; on ne perd pas de generality en sup- 

posant que i < ]\ < ]%, et que si u G [i + \,)\ — 1]] U [71 + 1,72 — 1]], alors A; fl A u = et 
A/j fl A u = 0. Dans ces conditions, on peut permuter les cycles et regrouper le facteur 

c{Ai) c{A h ) c{A j2 ) , 

et il suffit de montrer que ce facteur est de degre inferieur a 31 — 1. Si le produit c(A,) c(Ay) est 
de degre de Kerov inferieur a 21 — 1, e'est evident. Sinon, comme A, fl Aj t ^ 0, la condition 
deg K (c(A,) c{Aj l )) = 21 impose que les deux premiers cycles soient inverses l'un de l'autre, et 
le produit c(A,) c(Aj l ) est l'identite sur le support de A,-. Mais dans ce cas, comme A\ fl Aj 2 ^ 
0, notant t ^ 1 le cardinal de cette intersection, le produit c(A ; ) c(Aj 1 ) c(Aj 2 ) est un Z-cycle sur 
un support de taille 21 — t, done a un degre de Kerov egal a (21 — t) + (l — t) =31 — 2t < 31. □ 
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Lemme 11.9 (Formule d'inversion de Mobius pour les partitions d'ensembles). Soit F une 
fonction sur les couples d'entiers strictement positifs, et (1, ... ,1,2, ... ,2, ... ,s, ... ,s) une suite de 
r entiers avec r\ ^ 1 entiers 1, r% ^ 1 entiers 2, etc. Si n G 0([l,r]]) est une partition d 'ensemble 
de parts k\ U 712 U • • • U K^ n y on note r,y le nombre d'entiers i tombant dans Tij; en particulier, 

\nj\ = Ya=i r ij e t ?i = Eyii^ r ij- Supposons s ^ 2. Alors, 

S(ri r s )= £ (-l)^ ) - 1 W7r)-l)!nn f (^.)=°- 

7re0([Ul) /=! 

Exemple. Supposons r = 4. On a alors 15 partitions d'ensemble : {1,2,3,4}, {1,2,3} U {4}, 
{1,2,4} U {3}, {1,3,4} U {2}, {2,3,4} U {1}, {1,2} U {3,4}, {1,3} U {2,4}, {1,4} U {2,3}, 
{1,2} U {3} U {4}, {1,3} U {2} U {4}, {1,4} U {2} U {3}, {2,3} U {1} U {4}, {2,4} U {1} U {3}, 
{3,4} U {1} U {2} et {1} U {2} U {3} U {4}. Si s = 2 et si la suite est (1,1,2,2), alors la somme 
correspondante S(2,2) s'ecrit 

F(l,2) F(2,2) - F(l,2) F(2,l) 2 - F(l,2) F(2, l) 2 - F(1,1) 2 F(2,2) - F(1,1) 2 F(2,2) 
-F(1,2)F(2,2) -F(1,1) 2 F(2,1) 2 -F(1,1) 2 F(2,1) 2 + 2F(1,2)F(2,1) 2 + 2F(1,1) 2 F(2,1) 2 
+ 2F(1,1) 2 F(2,1) 2 + 2F(1,1) 2 F(2,1) 2 + 2F(1,1) 2 F(2,1) 2 + 2F(1,1) 2 F(2,2) - 6F(1,1) 2 F(2,1) 2 

ce qui donne bien 0. 

Demonstration. La preuve suivante est due a M. Sage 2 . On raisonne par recurrence sur les 
r{. Si t{ = 1 pour tout i, alors le multi-ensemble considere est simplement {1,2, . . . ,r}, et la 
somme S(r\, . . . ,r s ) = S(l, . . . ,1) s'ecrit : 

S(V)= £ ji{n, Y[UHirii)= f E (flH^)) =0 

7TGQ r ;'=1 r,j>l \7re£3 r / \i=l J 

car r ^ 2, et la somme ci-dessus est le produit de convolution 

dans l'algebre d'incidence du treillis 0([l,rj)/ done vaut car r ^ 2 et U[ =1 {i} 7^ [l,r] dans 
£}([l,r]) — on renvoie a la section 13.1 pour des precisions sur les fonctions de Mobius, les 
algebres d'incidence d'ensembles ordonnes et les notations employees ici. 

Supposons maintenant que l'un des entiers i G [1, sj apparait plus d'une fois ; a permuta- 
tion pres, on peut supposer que e'est i = 1, et on notera done r\ + 1 le nombre d'occurrences 
de cet entier, et r + 1 = {r\ + 1) + r^ + • • • + r s le cardinal total de l'ensemble. Par hypothese 
de recurrence, etant donnees des variables independantes (Xi»)i,q^ii, le polynome 

neQr ;=l rij>l 

est formellement nul. Si n est une partition d'ensemble, notons v x \„ ( n) le nombre de parts de 
7i qui contiennent exactement q symboles i ; alors, par hypothese de recurrence, 

pm^ui r s )= e H (n) uYi x l't ] = 

TTGQ r i=l q^l 

2. « Entre minuit et une heure du matin... » 
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en tant que polynome, avec ]i{n) = ^(zr, [l,r]) = (— l)^( 7r )^ 1 (£(n) — 1)!. Ceci etant, une 
partition re dans Q r +i du multi-ensemble (l n+l ,2 rz , . . . ,s'" s ) peut etre obtenue a partir d'une 
partition n' du multi-ensemble (l rx ,2 rz ,. . .,s Ts ) soit en rajoutant 1 a l'une des parts deja exis- 
tante de n' , soit en mettant 1 tout seul dans une nouvelle part. 

1. Dans le premier cas, la fonction de Mobius }i{tz) reste egale a fiijc'), et le poids co(n') = 
Yfjili Yin ^l F{i' r ij) es t rnultiplie par un facteur F(l / «y + 1)/F(l,fly), ou aj est le nombre 
de 1 dans la part Ttj de n' a laquelle on adjoint le 1. 

2. Dans le second cas, la fonction de Mobius Ji(rc) vaut —£(n')j4.(n'),et\e poids (v(n) est 
egal a F(L1) x u){n'). 

Par consequent, la somme S verifie la relation de recurrence 

S(n + 1 r,) = E E f( p r y ) y(7t , )a;(7t / )- E W) ■ 

Tr'eQ,. ;=1 Jr \ l ' u jJ n'eQr 



La premiere partie s'ecrit aussi 

_ dPfr, r„) 



F(l,q + 1) , , , rwi aP(r!,...,r s ) 



(Xi, 7 )i, ?> i=(F(i,g)) i ,, > 



car le polynome est par hypothese de recurrence formellement nul. De meme, la seconde 
partie est proportionnelle a : 



On conclut que S (ri + 1, . . . ,r s ) = est encore nulle. □ 



= 0. 

(X^)/ < , > i=(F(i,(?)) i/ , > i 



Demonstration du lemme n.j. Compte tenu de la convergence simple (non jointe) vers des 
gaussiennes, le cas ou tous les l\ sont identiques est deja traite ; on peut done supposer que 
certains des /, sont distincts. Nous noterons d'autre part L = l\ + ■ ■ ■ + l r . Comme le produit 
disjoint • des observables est compatible avec le degre de Kerov, dans la decomposition du 
cumulant standard k(Ej 1 ,. . .,Lj r ) en cumulants disjoints, si pour une partition d'ensembles 
tc l'un des cumulants identite est de degre de Kerov strictement infeireur a la somme des 
i € Tip alors le cumulant disjoint correspondant 

k n = k- (k id (Z liGTTl ) k id (E liGKs )) 

est un 0(n( L ~ 1 )'' 2 ). D'apres la premiere partie du lemme n.8, il reste done a traiter le cas des 
cumulants disjoints k n , ou n est une partition d'ensembles telle que pour tous indices i\ et ij 
dans la meme part de n, \{ x = lj 2 . Autrement dit, on doit evaluer des cumulants disjoints du 
type: 




Ensuite, si Y un des cumulants identite k^{ll m ., . . . , Z^. ) contient n, termes avec n, ^ 3, alors 

la seconde partie du lemme n.8 s'applique, et k n est done de nouveau un 0(n( L_1 ) /2 ). On 
peut done encore restreindre l'ensemble des partitions d'ensembles a etudier, et supposer que 
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tous les rij valent 1 ou 2. Bien sur, si Hj = 1, alors k ld (E mj ) = L m .. D'autre part, d'apres la 
seconde partie du lemme n.6, le terme de degre de Kerov maximal 2m j dans k ld (E m ., E m .) est 
nij E-fij ; et on peut bien sur negliger les autres termes. Au final, le cumulant de l'enonce que 
Ton souhaite evaluer est a un 0(«^ -1 ^ 2 ) pres egal a une somme de cumulants disjoints du 
type 

avec m\ + • • • + m u + 2(m u+ i + • • • + m u+v ) = L. Alors, le lemme 11.9 montre que ces cumu- 
lants disjoints sont encore des 0(n( L ~ 1 " 2 ). En effet, reordonnons les caracteres centraux dans 
un tel cumulant disjoint pour l'ecrire sous la forme : 




r s+f termes / 



On a 2t\ + • • ■ + (s + l)r s + 2(2r s+1 + • • • + (f + l)r s +f) = L ; d'autre part, l'hypothese faite au 
debut de la preuve du lemme garantit que s + t ^ 2. Notons alors F la fonction definie par : 



('+!)»■ 



F{i,r) 



f{i + l,r)n— siiG[l,s], 



n (f+l-s)r 



si i e [s + l,s + f]. 



Alors, compte tenu de l'expression des esperances G„[Z f/ ] donnee par la proposition 11.4, et 
en utilisant la formule de Mobius 



*(Xl *r)= E (-l)^")- 1 (£(7T) - 1)! n E Yl X i 

7TGQ([l,rJ) 7T jtzTt ienj 

on voit que le cumulant disjoint a pour terme de degre L/2 en n 

e c-i)^- 1 wo- i)i n n f (^)/ 

7T6Q([l, S +t]) 7 = 1 T if >l 

etant entendu que par rapport a la formule exacte la difference est de degre inferieur en n. 
Le lemme 11.9 montre que ce coefficient est nul; ainsi, le terme de plus haut degre en n est 
d'ordre inferieur, ce qui acheve la preuve. □ 



Preuve du theoreme 11.5, seconde partie. D'apres le lemme 11.7, les caracteres centraux renorma- 
lises convergent conjointement vers un vecteur gaussien; il suffit des lors de montrer que les 
covariances tendent vers 0, c'est-a-dire que 

k+l ~~ ^ U 

n 2 

si k ^ I. Mais dans la preuve du lemme 11.7, l'hypothese r^3a seulement servi dans le cas 
exclus tout au debut, c'est-a-dire lorsque tous les U etaient identiques. Ici, k ^ /, done la preuve 
s'adapte et on a bien convergence des covariances vers zero, et independance asymptotique. 

□ 
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Le theoreme 11.5 decrit le comportement asymptotique des observables decomposers dans 
la base algebrique des caracteres centraux ; en changeant de base comme dans la section 10.2, 
nous allons maintenant en deduire l'asymptotique des formes A* des diagrammes de Young 
renormalises. Pour commencer, etablissons l'equivalent du theoreme 3.3 pour les mesures de 
Gelfand : 

Theoreme 11.10 (Formes limites des diagrammes sous les mesures de Gelfand, [LS77, Meioa]). 
Le diagramme continu Cl est la forme limite des diagrammes de Young tires suivant les mesures de 
Gelfand : pour tout e > 0, G„[||A* — Q||oo ^ e] tend vers 0. 

Demonstration. Comme dans le chapitre 3, on montre que les cumulants libres convergent en 
probabilite : 

fl si; = 2, 
1 sinon. 



V;^2, Rj(\* 



Pour tout k ^ 2, on ecrit Rk+i = £fc + h avec wt(h) ^ k. Alors, 



k+t 



Jt+1 



k+\ 



Ric+i(A*) = n-~ R k+1 (A) = n-~ L k (A) + n~~ h(A) . 
Pour tout observable de diagrammes /, G n [f) = 0(n wt ^ /2 ), done le second terme verifie 



h(A) 



H-( fc+1 ' G„ [h(A) 2 ] =O{n- 1 )^0 



et converge en probabilite vers 0. D'autre part, pour les caracteres centraux Z^2/ i^k) 2 est de 
degre de Kerov 2k, done en utilisant l'estimation plus precise des esperances d'observables 
donnees par le degre de Kerov, on voit que 



.k+l 



^(A) 



0(n- L ) ->0. 



Ainsi, le premier terme converge aussi en probabilite vers 0, done Rk+i converge bien vers 
si k ^ 2. D'autre part, #2 (A*) = £i(A*) = 1 pour tout diagramme de Young, done R2(A*) 
converge bien en probabilite vers la constante 1. Le meme argument que pour les mesures de 
Plancherel — e'est-a-dire, le contenu de la proposition 2.5 — permet de conclure quant a la 
convergence uniforme en probabilite des diagrammes renormalises vers O. □ 



De nouveau, on a en realite convergence en probabilite au sens ultra-fort, e'est-a-dire qu'en 
plus de la convergence uniforme en probabilite, les bornes a(A*) et b(A*) des supports des 
diagrammes renormalises convergent en probabilite vers les bornes a (CI) = —2 et b(Cl) = 2. 
De facon equivalente, la longueur „ d'un plus long sous-mot decroissant, et la longueur 
l +i n d'un plus long sous-mot croissant dans une involution de taille n tiree au hasard unifor- 
mement verifient : 

lim — — = lim — =■ = 2 

les limites s'entendant en probabilite. Ce point est demontre dans l'article [BR01], et la distri- 
bution asymptotique de — 2^fn et £ +/ „ — 2^J n y est decrite par un resultat analogue au 
theoreme 5.1, et mettant de nouveau en jeu les equations de Painleve II. Notons que si Ton 
interprete une involution par un appariement partiel des entiers de alors ce resultat se 

traduit par des estimations sur les nombres de croisements et d'imbrications d'appariements 
aleatoires, voir [CDD+05]. 
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La correspondance des formes limites pour les mesures de Plancherel et les mesures de 
Gelfand n'est en realite pas tres etonnante, a condition d'utiliser la methode originale de 
preuve du theoreme de Logan-Shepp-Kerov-Vershik, c'est-a-dire celle de l'article [LS77]. Ainsi, 
en utilisant la formule des crochets, Logan et Shepp ont construit une fonctionnelle energie 
I sur les diagrammes de Young confirms telle que, pour A partition de taille n, (dim A) 2 ait 
un comportement asymptotique grossierement equivalent a exp(— nJ(A*)). Or, la courbe O 
est l'unique diagramme continu qui maximise I. Par consequent, il est intuitivement evident 
que la mesure de Plancherel charge surtout les diagrammes qui sont proches de cette courbe 
(a renormalisation pres). Cet argument variationnel peut etre rendu rigoureux, voir [LS77]. 
Maintenant, si Ton remplace (dim A) 2 par dim A, on peut clairement utiliser le meme type 
d'argument, en divisant simplement l'energie par 2. En realite, on pourrait adapter la preuve 
au cas plus general des /3-mesures de Plancherel, qui sont les mesures definies par : 

, = (dimA)* 

Notons qu'on retrouve les mesures de Plancherel pour j6 = 2, et les mesures de Gelfand pour 
/3 = 1. Ces /3-mesures sont les analogues pour les partitions des /3-ensembles, qui sont les 
distributions ponctuelles de densite 

1 12 

dP[xi, ...,x n ) = — - I A(xi, ...,x n )\P e -i GU(^) 2 d Xl . . . dx n , 

voir par exemple [DE02]. En particulier, on conjecture que la correspondance de Baik-Deift- 
Johansson s'etende a ces /3-ensembles : ainsi, la deviation de la plus grande valeur d'un point 
d'un /3-ensemble par rapport a la valeur 2-^/n est probablement equivalente en loi (apres 
renormalisation) a la deviation de la plus grande part d'une partition sous la j8-mesure de 
Plancherel par rapport a la valeur 2\fn (on sait que c'est le cas lorsque /3 = 1,2). 



Ceci etant, revenons a notre etude asymptotique des mesures de Gelfand, et introduisons 
comme dans la section 10.2 la deviation A^(s) = A*(s) — O(s), et les polynomes de Chebyshev 
de seconde espece u^{X), avec la condition de normalisation 

,„ sin(k + l)e 

u k (2cas8) = \ 1 . 

On note Wjt la variable aleatoire -^jj ; pour k ^ 2, elle converge vers une gaussienne J\f{e^,2k). 
Le lemme suivant est l'exact analogue du lemme 10.13 pour les mesures de Gelfand : 

Lemme 11.11 (Developpement gaussien des moments de la deviation d'un diagramme). Le 

k-ieme moment de la deviation 



^ [ s k (^(s)-n( s ))ds. 



est egal a ^fn ^r^jy^f^^^ / & c'est aussi 

M k + l-jiji 

plus une variable aleatoire qui tend en probability vers sous les mesures de Gelfand. 



k\ 

L k + i-nn Wk+1 - 2i ' 
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Demonstration. La premiere partie du lemme a deja ete demontree a la fin du chapitre 3 ; on 
renvoie sinon a [IO02, proposition 7.2]. Rappelons que les moments entrelaces du diagramme 
continu Q sont : 

P2k(^) = ( 2 ! c ) ; p 2fc +i(n)=o 



voir la proposition 10.6. D'autre part, il existe un resultat analogue au lemme 10.10 pour le 
degre de Kerov : 

L H J *W+i , v ,,f( t ! 2 )(^ /2 si* est pair, 



Pk = E ~ir E k-i-2j + , n 

£n 7 ! smon, 



plus une observable de degre de Kerov inferieur a k — 2, voir [IO02, proposition 7.3]. Par 
consequent, 

P/c+2(A*) L S J k\ £ fc +i-2;(A) f( (t ffi /2 ) si fc est pair, 
(fc + 1) (* + 2) & fc + 1 - /! /! \ if fc est impair, 



plus fois une observable de degre de Kerov au plus k. En soustrayant Pk+i{^)> on se 

debarrasse du second terme a droite, et en multipliant par y/n, on obtient finalement 



Id 

k+r- p.p. 



E if — 1 — 1 '_ — v 1 5i W /c+l-2; 



fc+1 

plus fois une observable de degre de Kerov plus petit que k, done d'ordre de grandeur 

k 

au plus nz. Ce terme residuel est done negligeable a l'infini, et le lemme est etabli. □ 



Lemme 11.12 (Polynomes de Chebyshev de second espece et deviation d'un diagramme). 

Pour tout entier k, I 'observable 



Y k = y^- J u k (s)A A (s)ds 



est egale a -j^pj 1 , plus une observable qui sous les mesures de Gelfand tend en probability vers lorsque 
n tend vers l'infini. 

Demonstration. On rappelle que le developpement explicite du polynome u k {X) est 

111 



u k (x)=t(-ir( km ) x k -^ 

m=0 \ m j 



Par consequent, si ©j- designe l'observable du lemme precedent, alors 

Les memes arguments que dans la preuve du theoreme 10. 14 montrent que ces relations sont 
essentiellement inverses l'une de l'autre, et ainsi, ~ q m es t asymptotiquement une 
gaussienne (pas forcement centree). □ 
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Theoreme 11.13 (Deviation des diagrammes par rapport a leur forme limite sous les mesures 
de Gelfand, [Meioa]). Soit (^k)k^2 unefamille de variables gaussiennes independantes, centrees et 
toutes de variance 1. Sous les mesures de Gelfand et au sens des distributions temperees sur I'intervalle 
[—2,2], le processus ^/nAx(s) converge en loi vers le processus gaussien generalise 



2 — + ^ A(S) = 2 — + ^ [nZfk Sm{k9) ) ' 

avec s = 2cos#. A unefonction deterministe pres, le processus gaussien de Kerov (multiplie par s/2) 
decrit done encore les fluctuations des diagrammes par rapport a leur forme limite. 

Demonstration. Si / est une fonction de "rf °°( [— 2, 2] ), on peut la developper dans la base ortho- 
normale de Jz? 2 ([— 2, 2], win) constitute par les polynomes de Chebyshev. Ainsi, 



/( s ) = El/ 2 mMs)^^ds) u k (s). 



La fonctionnelle lineaire de la fonction / associee a la deviation renormalisee A^(s) s'ecrit 
done asymptotiquement 



et ainsi, en tant que distribution, 1/n A^(s) converge faiblement vers le processus gaussien 
generalise 

1 £ me M nk + in ut(s) ^ _ 2 £ m^m sfa(M) 

n k=i K+L ^=2 K 

avec s = 2cos0 et 6 S [0, 7t]. Decomposons les variables N{e k ,2k) sous la forme e; c + V2k^k 
avec les ^ comme dans l'enonce du theoreme. Alors, le processus limite est somme des deux 
contributions : 

2~sin(2£ + l)6> 1 2sin6> 1 VI^s 1 2^2 ( ^ ft . n n ,\ rr A , , 

7T 2/C + 1 2 7T 2 71 7T \^ ^/fc ^ 

ou Ton reconnait dans le second terme le processus A(s) des theoremes 3.4 et 10.15. □ 



Ainsi, le processus gaussien de Kerov decrit les fluctuations des formes des diagrammes 
dans au moins deux autres cadres que celui des mesures de Plancherel : le cadre des mesures 
de Schur-Weyl et le cadre des mesures de Gelfand. On peut raisonnablement conjecturer que 
pour tout parametre /3, les fluctuations des formes des diagrammes de Young tires aleatoire- 
ment selon les /3-mesures de Plancherel sont encore decrites par un multiple 3 de ce processus, 
plus eventuellement une fonction deterministe. L'ideal serait de disposer de theoremes uni- 
versels pour les partitions semblables a ce que Ton connait pour les modeles de matrices alea- 
toires (voir en particulier [LP09]) ; d'apres les deux chapitres de cette partie, il semble qu'on 
puisse etablir un theoreme central limite semblable a celui de Kerov des que les caracteres 
centraux cycliques renormalises convergent conjointement vers un vecteur gaussien. 



3. On peut conjecturer que le facteur multiplicatif est 
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Quatrieme partie 

Identites generiques dans les algebres 

de groupes 
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Les trois premieres parties du memoire ont mis en evidence les proprietes de concentration 
des mesures issues de la theorie des representations des groupes symetriques &„, de leurs 
algebres d'Hecke Jt? q (&„) et des groupes de Chevalley finis GL(n,F q ) ou Sp(2n / F (? ) ; de plus, 
on a presque toujours un comportement asymptotique gaussien. L'un des arguments centraux 
dans les preuves de ces resultats etait la propriete de factorisation asymptotique des caracteres 
centraux dans l'algebre des observables de diagrammes G : 

L fl * L v = Lj lUv + (termes de degre strictement inferieur) 
= Zyuv + (termes de poids strictement inferieur) 
= L flU v + (termes de a-degre strictement inferieur) . 

De plus, les covariances des lois gaussiennes limites sont liees aux termes suivants des deve- 
loppements de E fl E v . 

Cette propriete de factorisation asymptotique est tout a fait evidente si Ton interprete les 
Hp comme elements de l'algebre des permutations partielles (voir [IK99]) : en effet, dans 
un « grand » groupe symetrique &„, une permutation de type \i U 1 W_ M et une permutation 
de type v U l n- l v l ont une tres grande chance d'avoir leurs supports essentiels disjoints, done 
la contribution principale d'un produit E v est bien E^uv- Notons d'autre part que l'exis- 
tence de l'algebre des permutations partielles permet une preuve tres simple du theoreme de 
Farahat-Higman 1.7. 

Dans cette derniere partie, nous cherchons a generaliser ces raisonnements au cas d'autres 
groupes ou algebres, et a construire des algebres d'lvanov-Kerov pour la famille des algebres 
d'Hecke de type A (J^q(& n ))n^i et la famille des groupes lineaires finis (GL(n, F (J ))„^i. Le 
premier cas que nous traitons est celui des algebres d'Hecke (chapitre 12), et apres avoir 
rappele les details de la construction d'lvanov-Kerov, nous demontrons l'exact analogue du 
theoreme i.7pour les algebres Mq{& n ), les classes de conjugaison de Z(C(3„) etant remplacees 
par les elements de Geck-Rouquier dans Z{J^f q {& n )), cf. le theoreme 12.5 — e'est le resultat 
principal de l'article [Meiod]. Notons que la preuve est nettement plus alambiquee que dans le 
cas du groupe symetrique ; e'est parce que les centres des algebres d'Hecke ont une structure 
combinatoire beaucoup plus riche que les centres des algebres des groupes symetriques (voir 
[Laso6, Joncjo, Fragg, GR97]). 

Les algebres de permutations partielles et leurs analogues Hecke rentrent dans le cadre 
plus general des fibres de semi-groupes par des semi-treillis ; dans le chapitre 13, nous 
donnons un autre exemple important relie au probleme des nombres de Hurwitz, et nous 
expliquons la construction generale. L'idee est de combiner les constructions suivantes : 

1. Etant donne un semi-groupe M et un semi-treillis L qui « fibre » les elements de M, 
on peut construire un semi-groupe fibre M XjL La theorie des representations de ce 
nouveau semi-groupe est aisee a determiner a partir de celle de M et de ses sous-semi- 
groupes. 

2. Etant donnee une tour de semi-groupes (M„)„ e N et une famille croissante (L n ) n ^ de 
semi-treillis fibrant les L n , on peut sous certaines conditions construire une limite pro- 
jective des M„ Xi n L n , qui vient s'ajouter a la construction naturelle de limite injective 
des M n , et joue un role dual. 
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A la fin du chapitre 13, nous presentons des conjectures concernant les produits de classes 
de conjugaison de GL(n / F (? ). D'apres le chapitre 6, ces classes sont indexees par des polypar- 
titions ; on conjecture que les produits de classes completees C v ^ n verifient des relations du 
type 

\M^\\\\\+\\v\\ 

avec les constantes de structure a\ dans Q(q n ,q), et qu'il existe une algebre de type Ivanov- 
Kerov impliquee dans ces identites generiques. Les elements d'une telle algebre limite pro- 
jective 0(GL(Fq)) seraient egalement des candidats naturels pour des observables de po- 
lydiagrammes, ce qui permettrait une etude asymptotique fine des caracteres des groupes 
GL(n,F ? ). 
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Chapitre 12 



Algebres d'lvanov-Kerov et 
d'Hecke-Ivanov-Kerov 

Dans ce chapitre, nous donnons une preuve tres simple du theoreme de Farahat-Higman 
1.7, et nous en demontrons un analogue dans le contexte des algebres d'Hecke de type A (cf. 
[Meiod]). Ces resultats constituent ce que nous appellerons des identites generiques, c'est-a- 
dire des identites entre elements d'algebres (de groupes, ou generates) A n qui mettent en jeu 
les « memes » elements pour tout ft, et avec des coefficients dependant d'une maniere explicite 
de n. 

Exemple. Dans les algebres des groupes symetriques C&„, si C\^ n designe la somme (formelle) 
de toutes les transpositions et si C2^ n (resp., C^ lyl ^ n ) designe la somme de tous les 3-cycles 
(resp., de tous les produits de deux transpositions disjointes), alors 

ft(ft — 1) 

Cl^n * C\^„ = 2 C( 1/1 )^„ + 3 Ci^n H » i( %l /f! J ' 

En effet, parmi les ^ "^" 2 ~ 1 ^ elements du terme de gauche, n ( n ^ 1 )( n ^ 2 )( n ^ 3 ) son { des produits 

disjoints, et donnent l'un des produits de deux transpositions de Gyj^, chacun de ses pro- 
duits T1T2 etant atteint deux fois (par T\ x T2 et T2 x r{); n(n — l)(n — 2) sont des produits 
de transpositions avec un point commun, done donnent un 3-cycle, qui peut s'ecrire de trois 
facons comme produit de transpositions; et n ^ n ~ 1 > S ont des carres de transpositions, done 
donnent un terme idp /W j. 

L'idee des preuves de ces resultats est de construire une algebre A°° qui se projette sur 
toutes les algebres A n , et dans laquelle on peut effectuer les calculs ; alors, toute identite dans 
A 00 donne une identite valable dans tous les A n . Malheureusement, lorsque les A n forment 
une tour d'algebres — i.e., 

■ ■ ■ C A n C A n+1 C • • • 

pour tout ft — l'objet universel naturel est la limite injective Aoo = lirrt >oo A n , et il n'existe pas 
de limite projective (qui serait un candidat naturel pour A°°). L' algebre d'lvanov-Kerov (cf. 
[IK99]) permet de contourner cette difficulty, et l'essentiel de cette derniere partie est consacree 
a des generalisations de cette belle construction, qui est rappelee dans la section 12.1. 

Ainsi, le resultat nouveau principal de ce chapitre est le theoreme 12.5, qui assure que le 
theoreme de Farahat-Higman reste vrai dans les centres des algebres d'Hecke, a condition 
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de remplacer les classes de conjugaison par les elements de Geck-Rouquier (voir [GR97]), 
et les coefficients polynomiaux en n par des coefficients polynomiaux en n et en q (ceci avait 
ete conjecture par A. Francis et W. Wang dans [FW09]). Ces elements de Geck-Rouquier ont 
une definition implicite, et on ne dispose pas d'expression explicite a priori ; il est done tres 
difficile de construire une algebre « limite projective » les contenant tous. Fort heureusement, 
les centres des algebres d'Hecke de type A admettent d'autres bases plus faciles a mani- 
puler, en particulier des bases constitutes de normes. Nous expliquons ceci dans la section 
12.2, en nous appuyant pour l'essentiel sur [Laso6]; ainsi, la base canonique de notre al- 
gebre d'Hecke-Ivanov-Kerov sera constituee de normes generiques, voir la section 12.3. Des 
exemples d'identites generiques dans les centres des algebres CS n et Jf q {& n ) seront donnes 
tout au long du chapitre. 



12.1 Permutations partielles et permutations composees 

Dans tout ce qui suit, si y. est une partition et n est un entier plus grand que \}i\ + £(}i), 
nous noterons fi n la partition completee de taille n obtenue en rajoutant 1 aux n — 
premieres parts (eventuellement nulles) de \i. D'autre part, si \i = (f/i, . . . , }i r ), alors }i — 1 
designe la partition (^1 — 1, . . . , yi r — 1), etant entendu qu'on supprime ensuite les eventuelles 
parts nulles. Ainsi, pour toute partition, ]i U = — 1) — > n. On adopte les memes 
notations avec + 

Si n ^ 1, on rappelle qu'une permutation partielle de taille n est la donnee d'une partie 
S C [1, nj et d'une permutation a S &{S), qu'on peut egalement voir comme une permutation 
dans & n laissant fixes tous les points hors de S (mais eventuellement aussi des points dans S). 
Par exemple, 

a= (1,2,5), S = {1,2,4,5,7} C [1,8] 

est une permutation partielle de taille 8. Ainsi que nous l'avons explique dans la section 2.3, 
les permutations partielles peuvent etre multipliees entre elles par la regie 

(o-,S){t,T) = {ar,SUT), 

et l'algebre complexe £% n du monoide ainsi constituee se projette naturellement sur C6 n en 
oubliant les supports des permutations partielles (nous noterons n n cette projection). Enfin, 
en autorisant des supports dans l'ensemble des parties finies de N, on peut construire une 
limite projective = Ijm^^ dans la categorie des algebres filtrees, et relativement aux 
morphismes d'algebres 

<p N/ n(0-,b) - < 

I smon. 

de S$n dans & n ^N- Les elements de sont les combinaisons lineaires formelles (eventuelle- 
ment infinies) de permutations partielles de degres restant bornes. 



Un premier point nouveau qui merite d'etre precise est la theorie des representations des 
algebres de permutations partielles 3§ n . Ainsi : 
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Proposition 12.1 (Theorie des representations des algebres de permutations partielles, [IK99]). 

L'algebre des permutations partielles de taille n est isomorphe a la somme directe 

C6(S). 

Elle est done semi-simple, et ses classes de modules simples sont indexees par les partitions de taille 
inferieure a n. 

Demonstration. Nous suivons la preuve de [IK99, proposition 3.2]. Si a G &(S), nous noterons 
o~s = [0, . . . ,0,£7",0, . . .,0] le vecteur de Sc p n jC6(S) qui a toutes ses coordonnees nulles 
dans les sous-espaces C(5(T) avec T ^ S, et pour coordonnee a dans C6(S). Lorsque S 
parcourt $P([1,»]) et a parcourt &(S), (as) forme une base lineaire de Sc j 1 „j C6(S). Le 
point difficile de la proposition est la determination de l'isomorphisme : en effet, l'application 
lineaire 

(a,S)e^ n ^a s e Ce(S) 

est seulement un isomorphisme d'espaces vectoriels. Considerons plutot l'application lineaire 
definie par 

tp: (a,S)^ J^a T . 

SCT 

Ceci a bien un sens, car si une permutation a laisse fixe tous les points hors de S, alors a fortiori 
elle laisse fixe tous les points hors d'une partie T contenant S ; ainsi, a est bien un element de 
<5(T) pour tout ID S. On montre sans mal que xp est bien un morphisme d'algebres : 

xp((a,S))xp((T,T))= X> s ,T r = £ (ar) u = E (^h 

ScS' Sell SUTcU 

TcT' TcU 

= rp((aT,SUT))=ip((a,S)(T,T)). 
De plus, si }i(S, T) = (— i)cardr-cards^ a i ors l'application lineaire 

e:as^Y^ fi(S,T)(a,T) 

ScT 

est la reciproque de xp. En effet, 

9(xp(a,S)))=e( £a T ) = £ V(T,U) (<r,U) = £ ( E h(T,U)) (<r,U) , 

\ScT ) SCTCU ScU\T\ScTcU ) 

et si k = card U — card S, alors le coefficient entre parentheses s'ecrit Ya=q (\)(~^) k t = (1 — 1)^ 
en reunissant les parts T suivants leur cardinalite. Tous les coefficients sont done nuls, sauf 
celui de (a,S), qui vaut 1 ; on a done bien 9(xp((a,S))) = (a,S), ce qu'il fallait demontrer. 
Ainsi, 

S8 n ^ C6(S)^0 0End(V A ), 

Sc[l,«l fc=0Se<p*(|[l,«J)Ae^ 

done SS n est semi-simple et a bien ses classes de modules simples indexees par les partitions 
de taille inferieure an. □ 
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On donnera plus loin des resultats (et des preuves) analogues pour les algebres (d'Hecke) de 
permutations composees, pour les algebres de permutations scindees et plus generalement 
pour les algebres de fibres de semi-groupes par des semi-treillis, voir la proposition 13.2. 



Comme SScx, se projette sur les 8§ n puis sur les C6„, cette algebre peut etre vue comme 
une limite projective 1 des algebres des groupes symetriques. Voyons maintenant comment 
construire une limite projective des centres de ces algebres. Malheureusement, le centre de 
l'algebre SB n n'a que peu de rapports avec Z(C6„) ; d'apres ce qui precede, on peut juste 
dire qu'il est isomorphe a ©sc[l,n] Z(C(5(S)). Par contre, on peut considerer la sous-algebre 
sd„ C 3t n constitute des invariants pour Taction du groupe symetrique par conjugaison sur 
les permutations partielles : 

(r-(r,T) = {crrcr-\cr(T)). 

E tendons cette action en une action lineaire de &„ sur 38 n , et notons srf n = (3$ n ) &n la sous- 
algebre 2 des invariants pour cette action. Si deux permutations partielles (c, S) et (x, T) sont 
conjuguees par & n , alors on a evidemment k = card S = card T, puis, le type cyclique de 
a S <5(S) doit etre le meme que le type cyclique de x S 6(T). Par consequent, les classes 
de conjugaison de permutations partielles sont elles aussi en bijection avec l'ensemble des 
partitions de taille k inferieure a n, et une base de s# n est donnee par les : 

S6<p(p,nl) <ree(S) 
cardS=|^| t{u)=\i 

Si designe la meme somme formelle de permutations partielles avec S n'importe quelle 
partie finie de N, alors on a d'une part 



<poo,n\Au) 



A fl>n si n ^ 
sinon, 



et d'autre part, A fl est un multiple de l'element E }1 defini dans la section 2.3. 

Definition 12.2 (Algebre d'lvanov-Kerov). L'algebre d'lvanov-Kerov des groupes symetriques est la 
sous-algebre de t%oo engendree (lineairement) par les A^ (ou les L }{ ); cette algebre est aussi 

■s&> = (^oo) 6 ™ = l^m s/ n . 

n— >oo 

Elle est commutative et graduee par le degre deg(A^) = et aussi par deg 1/2 (A^) = — 

Demonstration. Ces faits affirmes des le chapitre 2 sont en realite relativement aises a demon- 
trer. Notons j#oo Tespace vectoriel engendre par les A^ dans ^oo- Pour les memes raisons 
que dans le cas fini, stf^ est egal a l'espace des invariants (^oo) 600 - Mais comme Taction de 
600 est compatible avec le produit, cet espace d'invariants est une sous-algebre ; ainsi, est 
bien une sous-algebre, et elle est graduee par deg(A f( ) = car ceci est la restriction de 
la filtration canonique de 3$oo aux elements de jz/oo- D'autre part, comme (poo,n(Afi) = A^ n , 
cette algebre est egalement la limite projective des algebres graduees stf n = (3§ n ) 6 ". Pour le 
caractere commutatif, on peut utiliser la definition des A f , pour montrer qu'ils commutent 



1. Dans ce chapitre et le suivant, nous utiliserons le terme « limite projective » de facon quelque peu abusive ; 
par exemple, au sens strict du terme, J?oo est la limite projective des SS n , mais nous dirons aussi que c'est une 
limite projective des algebres C(S n - 

2. Comme Taction est compatible avec le produit des permutations partielles, on obtient bien une sous-algebre. 
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avec toutes les permutations partielles; ainsi, s/co C Z(&co), mais l'inclusion est stricte. Fi- 
nalement, deg_ 1/2 est bien une autre graduation d'algebre sur car si une permutation 
partielle (e,E) = (a,S)(x,T) de type p apparait dans un produit A v avec t(cr,S) = \i et 
f (t, T) = v, alors le nombre minimal de transpositions necessaires pour ecrire a est \y\ — 
et ce quelque soit la taille \fi\ de S ; de meme pour x avec |v| — l(y) et pour e avec \p\ — i(p). 
Comme e = ax, on en deduit 

\p\-£(p) < \ii\-e(ii) + \v\-e(v), 

ce que Ton voulait demontrer. □ 
Nous noterons g^ v les coefficients de structure de srfoo dans la base A fl ; ainsi, A^ A v — 

Maintenant, remarquons que les A^ n ont pour projetes sur les algebres C&„ des multiples 
des classes de conjugaisons 3 Ce^-x)^' Plus precisement, 



77 (A \ ~ { "~ +MV) \ C 



car une permutation partielle de type }i et de taille n est entierement determinee par la donnee 
d'une permutation a de type cyclique y. U l n ~f et d'un marquage de m\ (ji) points fixes dans le 
support de la permutation partielle (les autres points du support sont deja determines par les 
cycles de a). En particulier, si y. n'a pas de parts egale a 1, alors rc n (A^ n ) = C^_x)^n- Notons 
pr n = rc n o n la projection de vers C<5 n , qu'on restreint en une projection de vers 
Z(C&„). Alors, etant donnees deux partitions A et yi, on peut ecrire : 

C x ^n * C {l ^ n = pr„(A A+1 ) pr )3 (A f(+ i) = pr„(A A+1 A H+1 ) = pr ( £ «A+1,«+1 A P 

j> ( n -\p\+ m i{p)\ r 

U { m ( p ) J ^{p-l)^n ■ 

\p\-t( P )m+\A v 1[P) J 

Les partitions p' = p — 1 que Ton obtient ont une taille |p|' = \p\ — £(p) ^ + \v\, et les 
coefficients devant les classes C p i^ n sont bien des polynomes en n. Ainsi, l'algebre d'lvanov- 
Kerov fournit une preuve tres simple du theoreme 1.7. 

Exemple. L'identite generique presentee dans l'introduction du chapitre decoule de l'identite 
suivante dans '■ Ar 2 ) * Ar 2 ) = lA^g) +3^(3) + ^(1,1) • 



L'objectif du chapitre est d'etendre ce resultat et ces methodes dans la direction des al- 
gebres d'Hecke de type A. En particulier, il convient de se demander s'il est possible de 
definir des « algebres d'Hecke de permutations partielles » qui seraient des deformations 
des algebres 3§ n . La reponse est non, et ceci est la source de nombreuses difficultes sup- 
plementaires : en particulier, la base canonique de l'algebre d'Hecke-Ivanov-Kerov que nous 
construirons dans la section 12.3 ne sera pas directement reliee aux classes de conjugaison 
dans les centres Z(J$? q (& n )) — ou plutot les elements de Geck-Rouquier, voir la section 12.2. 
Essentiellement, c'est parce que la notion de support se comporte mal vis-a-vis de la structure 
de groupe de Coxeter de & n ; l'exemple qui suit illustre ce point. 

3. On convient que Cx-> n = si A + £(\) > n. 
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Exemple. Dans 64, considerons la permutation (1,3); ses supports admissibles sont {1,3}, 
{1,2,3}, {1,3,4} et {1,2,3,4}. D'autre part, les decompositions reduites de (1,3) sont de 
longueur 3, et il s'agit de : 

(1,3) = S 2 S!S 2 = s 1 s 2 s 1 . 

Si Ton attache des supports Si et S 2 aux transpositions S\ et s 2 , les seuls supports admissibles 
pour (1,3) que Ton obtient dans les produits (s 2/ S 2 )(si, Si)(s 2 , S 2 ) = (si,Si)(s 2 ,S 2 )(si,Si) 
sont les supports « connexes » {1,2,3} et {1,2,3,4}. Or, les elements de base T a des algebres 
d'Hecke J^(&„) sont definis a partir de ces decompositions reduites; par consequent, on ne 
peut pas attacher n'importe quel support a un element T a , et il n'y a pas d'equivalent Hecke 
de l'algebre des permutations partielles 3$ n . 

L' obstruction constatee precedemment amene a considerer un autre modele de permuta- 
tion fibrees, a savoir, les permutations composees. On rappelle qu'une composition de taille n 
est une suite finie c = (c\, ...,c r ) de nombres entiers strictement positifs tels que YJi=\ c i = n - 
On note l'ensemble des compositions de taille n, et € = UneN l'ensemble de toutes les 
compositions. Les descentes d'une composition c = [c\, ...,c r ) sont les entiers 

C\, c\ + cz, C\ + cz + C3, . . . , c\ H + c r . 

Ces entiers caracterisent clairement la composition, et ils forment une partie de [l,n] qui 
contient n; par consequent, le cardinal de £ n est 2 n_1 . Notons que Ton inclut \c\ = n dans 
l'ensemble des descentes de c ; cette convention n'est pas la plus courante. 

D'autre part, une partition d'ensembles de taille n est la donnee d'une partition [1, n] = 
\Ji = i Oj en parts non vides. Les partitions d'ensembles sont ordonnees par la relation de 
raffinement : 

n x o 4=» vn, e n, 30 ; - e o, n ; - c o 7 

et il est bien connu que l'ensemble £}„ des partitions d'ensembles de taille n est un treillis pour 
cet ordre non total, c'est-a-dire que deux partitions II et O ont toujours une borne superieure 
n V O et une borne inferieure n A O. En effet, une partition d'ensembles LI de taille n peut 
etre vue comme une relation d'equivalence Rn sur [1, n] (de classes les parts de II), et dans ce 
cas, II A O est la partition d'ensembles associee a la relation R n ET R®, et n V O est la partition 
d'ensembles associee a la cloture transitive de Rn ou Ro en une relation d'equivalence. 

On peut associer a toute composition de taille n une partition d'ensembles de [l,n] en 
intervalles : ainsi, on notera 

n(c) = [l / CilU|ci + l / Ci + c 2 ]U---U|[ci + ---+c l ._i + l / nl . 

D'autre part, on peut associer a toute permutation de taille n une partition d'ensembles orb(o") 
dont les parts sont les orbites de a. Alors, on appelle permutation composee de taille n la 
donnee d'une permutation a E &„ et d'une composition c E £ n telle que orb(c") ^ n(c). Ceci 
revient a dire que cr appartient au sous-groupe de Young & c , et si (cr, c) est une permutation 
composee et = cr(i), alors il n'y a pas de descente de c entre i et ;'. 

Exemple. Le couple (32154867,(5,3)) est une permutation composee de taille 8. On notera 
cette permutation composee 32154 1867. 
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Le produit de deux permutations composees est defini par (cr, c) (r,d) = {ctt,c V d), ou 
c V d est l'unique composition telle que Yl(c V d) = YI(c) V U(d) dans le treillis des partitions 
d'ensembles. Par exemple, 

12|435|687 x 321|54|867 = 42153|768. 

On obtient ainsi un monoide d'element neutre 1|2|3| • • • \n, et nous noterons S) n l'algebre 
complexe de ce monoide. Elle se projette evidemment sur C(5„ par le morphisme d'oubli de 
la composition. 

Par rapport aux algebres de permutations partielles 8S n , les algebres de permutations com- 
posees ont l'avantage d'admettre une presentation de type Coxeter. Plus precisement, no- 
tons S{ la permutation composee 1|2| • • • \i — l\i + l,i\i + 2| • • • \n, et 7, la permutation compo- 
see 1|2| • • • \i — + l|z + 2| • • • \n. Alors, les S, et les I; entretiennent les relations suivantes : 

Vz, (Si) z = Ii 

Mi, SiSi + \Si = Si + \SiSi + \ 

V|;-i| S,Sj = SjSi 

SJj = IjSj 
Mi,), Iilj = ljli 
Mi, SiIi = Si 
Vt, {hf = li. 

Nous verrons dans quelques instants que ces relations constituent une presentation de l'al- 
gebre !3 n . Plus generalement, notons la C(^)-algebre engendree par des elements 
(Si, Ji);ep,n-i] qui verifient les six dernieres relations de la liste precedents, et la relation qua- 
dratique 

(s ; ) 2 = (^-i)s i + £? j ! -. 

Nous dirons que Jif (S'n) est l'algebre d'Hecke (generique) des permutations composees de 
taille n. 

Theoreme 12.3 (Algebre d'Hecke des permutations composees, [Meiod]). L'algebre ffl (2$ n ) 
specialise en @> n lorsque q = 1; en J^(6„) lorsque l\ = I2 = ■ ■ ■ = I n -i = 1; et en l'algebre d'ordre 
inferieur J$?(£# m ) lorsque m < n et I m = ■ ■ ■ = l n _\ = et S m = • • • = S„_i = 0. L'algebre 
J^(&„) admet une C(q)-base {J[ a ,c)) indexee par les permutations composees de taille n, et il existe 
un isomorphisme de C(q)-algebres entre 

J?(@ n ) et 0j^(6 c ), 
ce<£„ 

oil Jt?(& c ) = J4?(<5 Cl ) <8> ^{& C2 ) ® " " " ® ^(©cr) es t l a sous-algebre de Young de Jf(<5„) associee 
a la composition c. 

Demonstration. Si c est une composition de taille n, nous appellerons code de c l'ensemble 
des entiers de [[1, n] qui ne sont pas des descentes de c. Par exemple, le code de (3, 2, 3) est 
{1,2,4, 6, 7}. Si c est une composition de taille n, notons l c le produit des 7, avec i dans le code 
de c ; ainsi, 

^(3,2,3) = hhhhb ■ 
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Ces elements sont des idempotents centraux, et I c correspond a la permutation composee 
(idp y „j,c). D'autre part, si a G & n admet pour decomposition reduite a = s^s^ ■ ■ ■ s, r , notons 
comme dans le cas des algebres d'Hecke 

To- = Sj 2 • • • Si r . 

Finalement, si (a, c) est une permutation composee, notons T( a , c ) l e produit T a I c dans l'algebre 
J$? {S> n )- D'apres le theoreme de Matsumoto, si a admet deux expressions reduites s^s^ ■ ■ • s, r 
et Sj 1 Sj 2 ■ ■ ■ Sj r , alors il est toujours possible de passer d'une expression a l'autre par des mou- 
vements de tresse s, s !+ is, o S; +1 s,- s, +1 et des commutations s ; - Sy <H> s,-s,- lorsque \j — i\ ^2. 
Comme les S, verifient les memes relations de tresse dans l'algebre Ji?(@ n ), on conclut que 
les elements T a ne dependent pas du choix d'expressions reduites. Maintenant, considerons 
un produit arbitraire n d'elements S ; et l[ (dans n'importe quel ordre), et montrons qu'on 
peut toujours l'ecrire comme combinaison lineaire d'elements T a>c . Comme les I, sont des 
idempotents centraux, on peut toujours se ramener au cas ou 

n = SjjSjj • ■ ■ S; p i c , 

ou c est une composition de taille n, et s ;i s !2 • • • s,- n'est pas a priori une expression reduite. De 
plus, comme S, 7, = S;, on peut egalement supposer que le code de c contient {z'i, ?2, . . . , ip}. 
Supposons l'expression s^s^ ■ ■ ■ s,- non reduite; alors, en utilisant des mouvements de tresse 
et des commutations, on peut transformer l'expression en un expression avec deux lettres 
consecutives identiques, i.e., 

< 7 = s h--- s h s h+i " " • s h> = s h ■ ■ " s h-i s h+2 ■ ■ ■ % car h = jk+v 

On peut appliquer les memes mouvements dans Jf?(@ n ),et ainsi, n = Sy x • • • Sj k Sj k+l ■ ■ ■ Sj p I c 
avec = jk+i ; notons que le code de c contient toujours {/i,/2/ • ■ • ,jp}- La relation quadra tique 
dans J4?(@ n ) donne alors : 

n = (q - l){S h ■ ■ ■ Sj^Sj^ ■ ■ ■ S jp I c }+q{S h --- S h _ x l h S h+2 ■ ■ ■ S jp I c ) 
= (<? - • • • Sj^Sj^j^ ■ ■ ■ S jp I c ) + q{S h ■ ■ ■ Sj^Sj^ ■ ■ ■ S jp I c ) 

car Ij k I c = I c . Par recurrence sur p, on conclut que n est une Z[q] -combinaison lineaire d'ele- 
ments T((7 /C ), avec la meme composition c pour toutes les permutations a de la combinaison 
lineaire. Ainsi, les produits reduits T( a ,c) engendrent lineairement l'algebre Jf{3> n ). 

Si c est une composition de taille n, notons ip c le morphisme de C(^) -algebres entre J^(^ n ) 
et JT(6 C ) defini par : 

ir, x I S. si i est dans le code de c, , . f 1 si z est dans le code de c, 

^Pc(Si) = < _ . ; Mh) = < n . 

10 smon, 10 smon. 

Les elements ip c (Si) et ip c (k) verifient dans Jf?(& c ) les relations des elements S, et J,- dans 
l'algebre Jt?(@ n ) ; par consequent, on peut bien definir un tel morphisme de C(^)-algebres 
ip c : Jf(%) -4 Jf?(6 c ), et on voit facilement que : 



TV si n(&) ^ n(c), 

sinon. 
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Considerons alors la somme directe de morphismes tp = cG( r n tp c '■ Jf?(@ n ) ©cee:„ ^(©c)- 
Les vecteurs de base [0,0, ... , (TV e J^(& c )), • • • ,0] de Jf?{&e*) = © cGC|1 J^(6 C ) seront notes 
TV 6 @ c . D'apres ce qui precede, 

pour toute permutation composee (cr,c). Or, les compositions forment un sous-treillis (hy- 
percube) du treillis des partitions d'ensembles, et la fonction de Mobius 4 de ce sous-treillis 
est : 

p( C/ d) = (-l)« c MM. 
Par suite, ip est un morphisme d'algebres surjectif, puisque 

rp \Tli{c,d) r (£r/d) J = T ae e c 

pour toute permutation composee (cr,c). Or, la dimension de Jif (©<£„) est exactement le 
nombre de permutations composees de taille n ; par consequent, le rang de la famille (T^a) 
dans Jf{3> n ) est plus grand que ce nombre, et on conclut que {T{ a ,c)) forme une base de 
Jl?(@ n ) lorsque (cr,c) parcourt l'ensemble des permutations composees de taille n. De plus, xp 
est bien un isomorphisme d'algebres. 

Finalement, etudions les specialisations evoquees dans l'enonce du theoreme. Si q est spe- 
cialise en 1, alors T( a ,c) l— ^ { a ' c ) es * un isomorphisme d'espaces vectoriels entre M\{^ n ) et @ n , 
et c'est un isomorphisme d'algebres car il envoie une famille generatrice sur une famille ge- 
neratrice verifiant les memes relations. Ainsi, la liste des relations entre les S, et les I, donnee 
plus haut etait bien une presentation de @ n . Les autres specialisations n n : J^f{S> n ) — > Jif(&„) 
et <p nim : ->• Jf{3> m ) sont tout a fait triviales. □ 



Comme les specialisations (pN^n '■ ^{^n) — > <%?{@n) forment un systeme dirige de mor- 
phismes d'algebres, il existe une limite projective J^{&ca) = hjl 1 ^^ ^{&n) dans la categorie 
des algebres 5 ; ses elements sont les combinaisons lineaires formelles (eventuellement infinies) 
de T( a ,c) avec a permutation finie dans ©co, et c composition infinie compatible avec c et telle 
que c a une infinite de parts egales a 1. Ainsi, on a construit une algebre qui se projette sur 
toutes les algebres d'Hecke J4?(<5 n ) (on notera comme precedemment pr n les projections), et 
dans laquelle on peut esperer etre en mesure d'etablir des identites generiques. 

Pour trouver dans Jt?(@„) un equivalent de la sous-algebre si n C 8$ ni il conviendra de 
connaitre la theorie des centres des algebres d'Hecke de type A ; nous la rappellerons dans 
la section suivante. Avant cela, concluons ce paragraphe en etudiant les projections pr^ = 
Tin ° <pco,n '■ J4?(@co) —> Jt?(<5„). Deux elements distincts x et y de l'algebre d'Hecke des 
permutations composees peuvent avoir les memes projections pr n (jc) = pr n (y) dans toutes les 
algebres d'Hecke : par exemple, c'est le cas de 

r[21|34|5|6| — ] =Sihh et T[2134|5|6| • • • ] = Sihkh 

4. On renvoie au paragraphe 13.1 pour des precisions sur cette terminologie, et aussi a [Rot64]. 

5. Par rapport a la construction d'lvanov et Kerov, notons qu'on ne prend pas la limite projective dans la 
categorie des algebres filtrees; en particulier, on ne pourra pas utiliser directement de nitration dans M'i&oa)- 
Fort heureusement, il existera une filtration d'algebre sur l'equivalent Hecke M'is^oo) C ,¥P(3>oa) de l'algebre 
d'lvanov-Kerov, mais ceci resultera d'un resultat de A. Francis et W. Wang, cf, la section 12.3. 
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qui se projettent sur T"n /2 ) si n ^ A et sur sinon. Neanmoins, le resultat devient vrai si Ton 
se restreint a la sous-algebre 3if(&^) engendree par les T( a , c ) avec c = {K 1°°) : 

Proposition 12.4 (Separation des vecteurs dans Jff (f^,)). Soit 3tf($i' n ) le sous-espace vectoriel 
de 3f(S> n ) engendre par les T^a avec c de la forme (k, l n ~ k ). Ce sous-espace est une sous-algebre, et 
dans la limite projective 3if(&^) C 31? (@a>), les projections pr n separent les vecteurs : 

Vx,y G JPiM, (Vn G N, pr K (*) = pr B (y)) « (* = y) . 

Demonstration. Le supremum de deux compositions (k,l n ) et (Z, 1 ) est (m,l n ~ m ) avec 
m = max(fc,Z). Par consequent, 3l?{@' n ) est bien une sous-algebre de 34? (@ n )- Un element x 
de la limite projective s'ecrit de maniere unique : 

CO 

* = E E fl ^( x ) T ^(u~)- 

Supposons que 1 et y admettent les memes projections dans toutes les algebres d'Hecke 
Jf{<&n), et fixons une permutation a. II existe un entier k minimal tel que a G ©fc, et flp-^^) 
est le coefficient de T a dans pr fc (x). Par consequent, a a ^(x) = a LT j c (y). De meme, le coeffi- 
cient de TV dans pr k+1 (x) est a a ^{x) + a a ^ + i{x), done on a egalement a^^ix) + fl^+i (x) = 
a o-,k(y) + fl £7,)c+i(l/)/ et compte tenu de ce qui precede, fl^fc+iC*) = <V,ic+i(]/)- Par recurrence sur 
/ et en utilisant le meme argument, on voit done que a a ^ + i(x.) = a a ^ + i{y) pour tout /. Ainsi, 
x = y, et on a montre que les projections separaient les vecteurs de 3f?(@! X} ). □ 

La sous-algebre 34? (@'oo) est bien plus simple que 3t?(@oo), mais sa presentation est moins 
naturelle ; e'est la raison pour laquelle nous avons commence par introduire l'algebre d'Hecke 
generale des permutations composees. 



12.2 Bases du centre d'une algebre d'Hecke de type A 

Dans l'algebre d'Hecke 34?(& n ), les classes de conjugaison C\ = Ef(tr)=A^V n e sont plus 
forcement des elements centraux; par exemple, dans 3^(64), 

Ti C(2,2) = T\ (T2143 + T3412 + T4321 ) = (q — 1) T2143 + q T1243 + T3421 + (q — 1) T4321 + q T4312 ; 
C(2,2) = (^2143 + T3412 + T4321) T\ = [q — 1) T2143 + T1243 + T4312 + (q — 1) T4321 + q T3421 • 

Le ^-analogue du theoreme de Farahat-Higman doit done etre enonce pour d'autres elements 
formant une base du centre Z(3f (&„)). En realite, ce centre admet de nombreuses bases 
interessantes, en particulier la base des elements de Geck-Rouquier ([GR97, Fra99, FW09]) et 
la base des normes ([Jon9o]). Nous rappelons ici ces points, en suivant pour l'essentiel [Laso6], 
qui a l'interet de presenter tres clairement les relations de changement de base. 

Les elements de Geck-Rouquier sont des elements indexes par les partitions A G &n, et 
caracterises par les proprietes suivantes : 

(i) Pour tout entier n, la famille {T\)x e ^ n est une base lineaire de Z(3f(& n )), qui specialise 
en (Ca)ae% lorsque q est specialise en la valeur 1. 

(ii) La difference T\ — Ca ne met en jeu aucun element T a tel que cr soit de longueur minimal 
dans sa classe de conjugaison. 



232 



12.2. Bases du centre d'une algebre d'Hecke de type A. 



Exemple. Les elements de Geck-Rouquier de taille 3 sont : 

T3 = T231 + T312 + (q — l)q 1 T321 ; r 2/ i = T213 + Ti 32 + q 1 T 32 i ; = ^123 

et ils torment une base de Z(Jf (63)). En taille superieure, un exemple interessant est consti- 
tute par : 

T3,l = Tl342 + T1423 + 72314 + 73124 + q 1 (T2431 + T4132 + T3214 + T4213) 

+ (q- l)^ 1 (T 1432 + T 32 i 4 ) + {q- l)q~ 2 (T3421 + T4312 + 2 T 423 i) + (q - 1)V 3 T4321 

Les termes de coefficient 1 sont les quatre 3-cycles de longueur minimale dans 64 ; les termes 
dont le coefficient specialise en 1 lorsque q = 1 sont les huit 3-cycles de ©4 ; et tous les autres 
termes ne sont pas de longueur minimale dans leurs classes de conjugaison respectives, et ont 
leurs coefficients qui specialisent en lorsque q = 1. 

Notons Qz[X] l'ensemble des polynomes a coefficients rationnels, et qui prennent des 
valeurs entieres en les entiers : Vn G Z, P{n) G Z. II est bien connu que Qz[X] est le Z- 
module engendre par les coefficients binomiaux ( fe ) avec k ^ 0. L'objectif du chapitre est la 
demonstration du theoreme suivant : 

Theoreme 12.5 (Hecke-Farahat-Higman, [FW09, Meiod]). Le centre Z(J$?(&„)) de I 'algebre 
d'Hecke est gradue par le degre degT^^^ = |A|, c'est-a-dire que pour toutes partitions A et u, 

la somme etant restreinte aux partitions r telles que |t| ^ |A| + \pi\. De plus, les coefficients a T x ^{n,q) 
sont des polynomes en n, q et q~ x , et plus precisement, des elements de Qz[n] <8> Z[^,^ -1 ]. 

La premiere partie du theoreme (le caractere gradue) a ete prouvee par Francis et Wang ; 
nous rappellerons plus loin leur preuve. Les coefficients a\^(n,q) peuvent pour leur part etre 
etudies a l'aide de l'algebre d'Hecke des permutations composees, et plus precisement une 
sous-algebre de celle-ci qui constitue un analogue Hecke de l'algebre d'lvanov-Kerov ; le reste 
du chapitre est consacre a la construction de cette algebre. Avant cela, evoquons d'autres 
bases importantes des centres des algebres d'Hecke de type A. Si c est une composition de 
taille n et S c est le sous-groupe de Young correspondant, les ensembles de classes & c \& n 
et & n / & c admettent des representants uniques de longueur minimale, appeles representants 
distingues (voir [GPoo, §2.1] — ce fait est meme vrai pour les ensembles de doubles classes 
paraboliques). Dans ce qui suit, nous travaillerons plutot avec les classes a droite, et dans ce 
contexte, les representants distingues de 6 c \& n sont exactement les permutations dont les 
reculs 6 sont contenus dans l'ensemble des descentes de c. Par exemple, si c = (2,3), alors 

6 (2,3)\<35 = {12345,13245,13425,13452,31245,31425,31452,34125,34152,34512} = 12^345, 

ou LU est le produit de melange des mots ; en effet, le seul recul autorise est entre 2 et 3. 

Soit c une composition de taille n. Le morphisme de normalisation de Jif (& c ) vers Jif(&„) 
est defini par : 

N c (h)= E q-^T^hTu,. 

we&c\&n 

6. Un recul d'une permutation a{l)a(2) ■ ■ ■ u(«) est une lettre cr(x) telle que la lettre a{i) + 1 soit placee avant 
dans le mot. Par exemple, dans la permutation 6213475, les reculs sont 1 et 5. 
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On peut montrer que si h est central dans Jt? (<5 C ), alors N c (h) est central dans J4?(&„), 
voir [Jon9o]. Ceci permet de construire inductivement suffisamment d'elements centraux dans 
Z(Jl?(& n )) pour obtenir des bases lineaires. En particulier, si 

N C = N C (1)= £ q-^T^Tv, 

cve&c\&n 

alors N c est un element central de l'algebre d'Hecke, et on peut montrer que N c ne depend 
de l'ordre des parts de c. De plus, les normes N\ avec A 6 f„ forment une base du centre 
Z(J4? (&„)). On doit a A. Lascoux 7 le resultat suivant : 

Proposition 12.6 (Changement de base entre elements de Geck-Rouquier et normes, [Laso6]). 

Dans Z(J$? (&„)), la base des elements de Geck-Rouquier est reliee a la base des normes par la relation : 

(Ta)ag?^ = D ■ Pm,e ■ (N^e?% 

ou D est la matrice diagonale de coefficients (q/q — 1)"~^( A ), et oil Pm,e est la matrice de changement 
de base entre fonctions monomiales etfonctions elementaires de degre n. 

Exemple. Les normes en taille n = 3 sont : 

N 3 = Ti2 3 ; N 2 ,i = 3 T 123 + {q- l)q~ l (T 2 i 3 + T m ) + (q - l)q~ 2 T 321 ; 
N U/1 = 6T 123 + 3(q - l)q- 1 (T 213 + T 132 ) + {q - lfq' 1 (T 231 + T 312 ) + (q 3 - l)^ 3 T 321 

et on peut verifier que T 3 = q 2 (q — 1)~ 2 (3 N 3 — 3 N 2/ i + ce qui correspond a la relation 

m 3 = 3 e 3 — 3 e 2/ i + e\x,\ dans l'algebre des fonctions symetriques. 



12.3 Normes generiques et construction d'une algebre d'Hecke- 
-Ivanov-Kerov 

La definition implicite des elements de Geck-Rouquier donnee dans la section precedente 
ne permet pas de les decomposer simplement sur la base (T (r ) tr6 e n / e * en realite, la facon la 
plus simple de les calculer est de partir des normes et d'utiliser la proposition 12.6. Pour cette 
raison, il est beaucoup plus simple de contruire des normes generiques dans ^(f^oo) que des 
elements de Geck-Rouquier generiques (qui seraient des ^-analogues des elements Ax dans 
l'algebre d'lvanov-Kerov =2&j). Si c = (c\,. ..,c r ) est une composition de taille inferieure a n, 
notons c "f n la composition (c\,. ..,c r ,n— |c|). On note d'autre part H c = I^fy ■ ■ ■ h c \-i dans 
J^i&co) ou dans J^(%) pour n ^ \c\. 

Lemme 12.7 (Normes dans les algebres d'Hecke de permutations composees). Si |c| ^ n, 

notons M C/tt V element de J4?(@ n ) defini par : 

M c ,n= E q- e{w) T w -iT w H c 

we6 ct „\e„ 

oil les T w sont consideres comme des elements de J>f{& n ). On etend cette definition par M C/ „ = si 
\c\ > n. Alors, les M C/n verifient la relation de compatibilite (pN,n(M c ^) = M c , n , et leurs projections 
sur les algebres d'Hecke sont les normes N c ^ n : 



7l„(M c ,„) = 




si |c| ^ n, 
sinon. 



7. Le resultat a aussi ete demontre a peu pres au meme moment par A. Francis et L. Jones, mais leur preuve 
est considerablement plus difficile ; voir [FJ05]. 
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De plus, pour tout n et tout c, M C/ n appartient a 

Demonstration. Supposons \c\ ^ n — 1; d'apres ce qui precede, l'ensemble R Cr „ des mots- 
permutations co de taille n dont les reculs sont dans l'ensemble des descentes de c constitue 
un systeme de representants distingues de 6 c ^- n \&„. Soit co 6 R C/Tl un tel mot. Si co{n) ^ n, 
alors T w met en jeu l'element S n -\, done <p n , n -i(q~^ w ' T w -i T w ) = 0. Au contraire, si co{n) = n, 
alors aucune decomposition reduite de T w ne met en jeu S n _i, done le terme correspondant 
dans la somme M C/ „ est preserve par <p n , n -\. Par consequent, ^ n , n -i(M C/ „) est la meme somme 
que M Cin , mais portant sur l'ensemble de mots co S R C/tl tels co(n) = n; autrement dit, sur 
R c ,n-l- Ainsi, 

(pn,n-l(M C/ „) = M C; „_1 

si |c| ^ n — 1. Si |c| = n, alors M C/ „_i = 0, et <p n ,n-i{M C/ „) = 0, car (p n ,n-i{Jc) = 0; et si \c\ > n, 
alors M C/H et M C/ „-i sont tous deux nuls, done on a encore dans ce cas ^,n-i(M c ,„) = M c , n -i- 
Finalement, comme 

4>N,n = <pN,N-l ° <pN-2,N-l o • • • o (p n+ i /tl , 

on conclut que pour tous N ^ n et toute composition c, (Pn,>i{M C/ n) = M C/ „. 

Montrons maintenant que M C/ „ G (^). Le resultat est trivial si |c| > n, car dans ce 
cas M C/ n = 0; il Test aussi si \c\ = n, car dans ce cas H c = L n \, et d = (n) pour toute 
permutation composee (o~,d) intervenant dans M C/f! . Supposons done \c\ ^ n — 1. Comme 
les elements de (S^\6ui peuvent etre decrits par un produit de melange, tout representant 
distingue co de <5 c ^ n \& c est le melange d'un representant distingue co c de 6 C \(3| C | et du mot 
|c| + 1, \c\ + 2, . . . , n. Par exemple, 5613724 est un representant distingue d'une classe a droite 
dans & (2,2,3) \@ 7/ e * c ' es t un melange de 567 avec le representant distingue 1324 d'une classe 
a droite de <5(2,2)\©4- Notons s^s^ • • • s, r une expression reduite de co c , et j\ c \+i, ■ ■ ■ ,jn les 
positions de |c| +l,...,n dans le mot a;. Alors, on peut montrer qu'une expression reduite de 
co est : 

• • • S ir (S| C |S| C |_! • • • S /|c|+1 ) (S| C | +1 S| C | • • • S /|c|+2 ) • • • (s„_iS n _2 " " • S/J . 

Par exemple, S2 est une expression reduite de 1324, et 

S 2 (S4S3S2S1) (S5S4S3S2) (s 6 s 5 ) 

est une expression reduite de 5613724. De ceci, on deduit que T W H C = Tr^/^n-k^, ou k est le 
plus grand entier de [|c| + 1, nj tel que ji < k — on prend k = \c\ si co et co c representent la 
meme permutation. Puis, la multiplication par T w -i ne peut plus grossir plus la composition, 
done T w -i T w H c est une combinaison lineaire d'elements T T ^ v ,- k y Ainsi, on a bien 

montre que M C/ „ appartenait a M'{^' n ). Finalement, comme la projection n n conserve les T w 
et envoie H c sur 1, il est evident que Tz n (M C/ „) = N c ^ n si |c| ^ n. Dans ce qui suit, on convient 
que Nrf n = si |c| < n. Alors, on a egalement 7i n (M C/ „) = N c ^ n si |c| < n, car les deux termes 
de l'equation sont nuls. □ 

On appelle norme generique la somme infinie M c = YL*! - ^T w -\ T W H C effectuee sur 
toutes les permutations co S 600 qui ont leurs reculs dans l'ensemble des descentes de c. 
Ainsi, M c est l'unique element de J^f(^co) dont les projections dans les algebres Jf{& n ) sont 
les M C/H , et d'apres le lemme 12.7, M c appartient a ffi'{Qi'< x ^ l et est l'unique element de cette 
sous-algebre tel que pr M (M c ) = N c |„ pour tout n. Comme les N c ^- n ne dependent pas de l'ordre 
des parts de c, il en va de meme pour les M c ; ainsi, on considerera seulement dans la suite 
des elements Ma avec Aef. 
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Exemple. L'element M( 2 ) admet les projections suivantes dans les premieres algebres d'Hecke 
de permutations composees : 

M( 2 ),i = ; M (2)/2 = T u ; 

M (2 ) /3 = T 12 | 3 + 2T 123 + (1 - q- 1 ) (T 132 + T 213 ) + («f 1 - T 321 . 



L'idee est maintenant d'utiliser les Ma pour etablir des identites generiques entre les 
normes N A , puis d'utiliser une propriete polynomiale des matrices de passage Pm,e- Dans 
ce qui suit, nous noterons (S,) _1 l'element de Jt? {S>oo) defini par 

(Siy^q-'Si + iq-'-^Ii. 

Le produit S, (S,) -1 = (S,) -1 S, est egal a Ij, et par projection dans les algebres d'Hecke, on 
retrouve T, (T,) -1 = 1 dans (6 n ) si z < n. 

Theoreme 12.8 (Algebre des normes generiques, [Meiod]). Soit J4? (safco) le sous-espace vectoriel 
de I'algebre Jt?^'^) constitue des vecteurs x tels que SjX (S ; ) _1 = l[X pour tout i. Ce sous-espace 
vectoriel est aussi Yensemble des combinaisons lineaires formelles de normes generiques Ma, et c'est 
une sous-algebre, qu'on appellera algebre des normes generiques. 

Demonstration. Si 7, x = SjX (S,) -1 et liy = Siy (S,) _1 , alors 

l t xy = hxhy = S ; x(S ; ) _1 S ; -i/(S ; ) _1 = S i xI i y(S i y 1 = S i xy(S i y 1 , 

done les elements qui « commutent » avec S, dans Jt(@oo) forment une sous-algebre. En 
tant qu'intersection de sous-algebres, le sous-espace ffi? (.2/00) C M' (^) C ^(^00) est done 
une sous-algebre. Montrons que les Ma appartiennent a Jf (.c/co). Pour tout indice i, notons 
Jfi&g) la sous-algebre de J^f(^oo) engendree lineairement par les Tu c \ avec c composition 
de la forme (k, I 00 ) V (l' _1 ,2, 1 00 ). Pour les memes raisons que dans le cas de Jt (f^), les 
projections pr j; separent les vecteurs de '). Fixons alors un indice i et une partition 

Aef. Les elements I, M A et S,Ma (S,) -1 appartiennent a J^{2>^), et leurs projections sont 
les memes, car pour tout n, pr n (MA) est une norme et en particulier un element central de 
I'algebre d'Hecke. Ainsi, J, M A = S, Ma (S,) _1 pour tout i, done Ma appartient a Jif (g/oo)- 
Fixons maintenant un element x de ^(.e/oo) ; pour tout x, pr n (x) = T, pr n (x) (T,-) -1 , done 
pr fJ (x) S Z(Jf (6 n )) et est une combinaison lineaire de normes Na : 

Vn G N, pr„(x) = «a(»Na. 

D'apres ce qui precede, on a le meme resultat pour toute difference x — £ &aMa- On peut done 
construire par recurrence sur n une combinaison lineaire infinie Soo de Ma qui a les memes 
projections que x : 



pr 1 (x) = £ b A N A prJx- £ b A M A ) =0, S x = J] b A M A 

|A|=1 V | A |=1 / |A|=1 

pr 2 (x-Si)= b A N A pr 12 (x- £ & A M A ) =0, S 2 = £ b A M 

|A|=2 ' V |A|^2 / |A|<2 



px n+1 (x-S n ) = £ & A N A => S„+i = S„+ £ b A M A = & aM a . 

|A|=w+l |A|=w+l |A|<n+l 
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Alors, Soo = Lag^ b^Mx est dans J$? et a les memes projections que x, done est egal a 
x. On conclut que l'algebre J4?(&/co) est bien l'algebre des combinaisons lineaires formelles 
(eventuellement infinies) de normes generiques M\. □ 

En particulier, un produit Ma * dans M 3 {srfoo) est forcement une combinaison lineaire 
eventuellement infinie de M v : 

VA,p, M A * M, { = J^g v A}l M v 

et comme les normes Na sont definies sur Zf^,^ -1 ], les coefficients g\ sont des elements 
de T\c\,c\- X \ (et meme des polynomes symetriques en q et q x ). II reste a montrer que la 
somme precedente est finie et porte en fait sur les partitions v telles que |t/|^|A| + |^|; nous 
utiliserons pour ceci un argument de Francis et Wang ([FW09]). 

Exemple. Le calcul des produits (Nnw n ) 2 se deduit de l'identite 

Mi * Mi = M 1 + (q + 1 + q' 1 ) M u - (q + 2 + q~ l ) M 2 

dans l'algebre des normes generiques. On en deduit par exemple : 

(N u ) 2 = {q + 2 + q- 1 ){N 1A -N 2 ) ; 

(N 24 ) 2 = (q + 1 + r 1 ) (N w - N 2A ) ; 

(N 34 ) 2 = N 3 ,i + ((? + 1 + r 1 ) N w ,i - (q + 2 + N 2r2 . 



Dans ce qui suit, on convient que e^ n = si |A| > n, et que m\^ n = si |A| + i(X) > n. 
Le point clef de notre raisonnement est la propriete tres simple suivante : 

Lemme 12.9 (Caractere polynomial des matrices de passage Pm,e et Pe,m)- ^ sxiste des poly- 
nomes P\ }t {n) e Qz[«] et Q\ p (n) e Qz[n] tels que 



m 



VA,n, m A ^„ = p A F (") e^ n et e x> = Qty( n ) 
oil est la relation de domination des partitions (cf. [Macg^, §1.1]). 

Exemple. Developpons m^ 2 ,i)^n dans la base des fonctions elementaires, et sr 2 ,i)-\ n dans la base 
des fonctions monomiales : 



m 2 ,i^n = e 2/ itn - 3 e 3t« - ( n ~ 3 ) e Ut« + ( 2n ~ 8 ) e 2^n + (2n - 5) e n „ - n(n - 4) e t „ ; 
. »(»-!)(» -2) 

— ^ m ^n "T 

+ (n - 3) m 2 ->„ + m 2 ,i_>.„ • 



n(n-l)(n-2) (n-2)(3n-7) 
e 2 ,i^ n = — if ~ m ^n + - -± m^n + (3« - 10) mi,i_>„ + 3 mi,i,i_>„ 



La preuve du lemme est de nature algorithmique : on developpe les eA^rc sur un nombre 
suffisant de variables, et on reunit les monomes. Detaillons par exemple le calcul de e 2 ^ n = 
Zn-2,2- Par definition, 



e n -2,2(X) = x ' 
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Si les indices z„_i et i„ n'appartiennent pas a {z'i,. . . ,i n -i\, alors on reconnait un terme m\n, 
et il y a Q) termes de ce type, qui correspondent aux choix des deux indices i n -\ et i n parmi 
n indices. Si l'un des deux indices i B _j ou i n est dans {h, . . . , in-2} (disons i n -i), alors on 
reconnait un terme m 21 n-2, et il y a (n — 2) termes de ce type, qui correspondent au choix de 
l'indice i n parmi les n — 2 indices dormant un terme de degre 1. Finalement, si les deux indices 
i n -l et i n sont dans {z'i, . . . , in-2}, alors on reconnait un terme m 2 2 i"- 4 - On conclut que 

n ( n — 1) / „\ 

^2tn = -^-j + ( n ~ 2 > m ^n + m U ^n , 

et il est clair que les memes arguments s'appliquent a toute fonction elementaire e^ n - Les 
coefficients qui apparaissent sont des combinaisons lineaires de coefficients binomiaux, done 
des elements de Qz[n]; ceci demontre l'existence des polynomes Qah(w) S QzW- Un rai- 
sonnement similaire permet de traiter le cas des P\ }i ; on renvoie d'autre part a [Mac95, §1.6, 
exemple 4.C] pour l'etude des coefficients des matrices de Kotska Kx,u-^n- 



Comme dans le cas du groupe symetrique, on definit les ^-elements de Jucys-Murphy par 
la formule : 

Jk = E ? H * 1 %k) = ^ {k ~ l)T m + r (k - 2) T(2,k) + ■■■ + • 
j<k 

lis commutent et engendrent une sous-algebre abelienne maximale Jt?(GZ(n)) C Jf?(&„). 
De plus, les polynomes symetriques en les (^-elements de Jucys-Murphy forment le centre de 
Ji?(&n), et comme dans la section 1.5, on a : 

e r {h, •••//»)= r A^n • 

|A|=r 

Ces resultats ont ete conjectures par R. Dipper et G. James, et ils sont demontres en particulier 
dans [FG06]. II sont lies au developpement suivant des elements de Geck-Rouquier : 

^x-^n = m \{li,- ••//«) + (combinaison lineaire de m^{]\,. .. ,] n ) avec \y\ < |A|) . 

D'autre part, chaque m\(Ji,. . .,/«) est une combinaison lineaire (a coefficients lineaires de- 
pendant de n) de termes avec \u\ ^ |A|, cf. [FW09, lemme 2.3]. 

Lemme 12.10 (Francis- Wang). Pour toutes partitions A et u et tout entier n, T\^ n T-u^n es t une 
combinaison lineaire d'elements de Geck-Rouquier T T ^ n avec |t| |A| -f- De meme, N\^- n Njwt« 
est une combinaison lineaire de normes N T ^ n avec |t|^|A| + |^|. 

Demonstration. Si l'on exprime T\-y n Tu-^n en termes des ^-elements de Jucys-Murphy, on ob- 
tient un terme {m\m^){]\, ...,J n ), plus des polynomes symetriques en les ]\ de degre stricte- 
ment inferieur a |A| + \u\. Ainsi, T\-^ n T^ n est un polynome symetrique en les fa de degre 
exactement |A| + et en decomposant ce polynome sur la base des fonctions monomiales, 
compte tenu du lemme de [FW09] precite, on conclut que : 

Ta^j! * Tjt^n = fl Af(( M '^?) rV^rc / 

|t|<|A|+|ji| 

ce qui constitue la premiere partie du theoreme 12.5. En combinant ce resultat et le lemme 12.9, 
on obtient le meme resultat pour les produits de normes N\^ n N^ n , car d'apres la proposition 
12.6, la matrice de passage entre les elements de Geck-Rouquier et les normes est a une matrice 
diagonale pres Pm,e- C 
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Comme les projections des M\ sont les N^ n , on en deduit facilement : 

Corollaire 12.11 (Produits de normes generiques). Le produit de deux normes generiques Ma et 
Mji est une combinaison lineaire finie g\ M T portant sur les partitions r telles que |t| ^ |A| + \u\. 
Id, g\ est un element de Z[^,^ -1 ]. 

Remarque. Une autre justification peut etre donnee en introduisant les ^-elements de Jucys- 
Murphy generiques. Notons l'element de JSf(^) defini par : 

** = h) (1 + ^ /*) = h) (1 + ^ Lr k+1 %)) • 

Ces elements commutent, et on peut montrer qu'une norme generique M\ est un polynome 
symetrique de degre | A| en les (^-elements de Jucys-Murphy generiques L\, L2,..., L n , . . . 



Nous pouvons finalement construire l'algebre d'Hecke-Ivanov-Kerov. Notons J^(£/co) le 
sous-espace vectoriel de J^f(s^co) constitue des combinaisons lineaires finies de normes gene- 
riques M\. D'apres ce qui precede, M'^oo) est en fait une sous-algebre, que nous appellerons 
algebre d'Hecke-Ivanov-Kerov. Cette algebre explique le caractere polynomial des coeffi- 
cients a T Xil (n,q). En effet, 



/ q \|A|+W 
V 1 1 J p,u 



P 



-TT E PAp{n)P w { n )S T p^n 

" ' PA,? 

/ q \|A|+|ji|-|v| 

E Pa pW P M n )Spa(q)Qrv(n)T v ^ n = J^a\ (n,q)T v ^ n 

,cr,T,v \H 1 / v 



avec a v A}l (n, q) = (q/(cj — 1))I A I+M l v l (P® 2 (n)g(q) Q(n)) v Api en notation tensorielle. La seconde 
partie du theoreme 12.5 est done etablie. 

Exemple. En remarquant que m^,, = e^ n — n e^ n et que e^ n = n m^ n + m\^ n , on obtient : 
( r (iHn) 2 = Q 1 T (0)^n + (" - 1) (q ~ 1) r ( i)^„ + {q + q' 1 ) r(i4)_>„ + (q + 1 + q~ l ) r (2 )^„ . 



Pour conclure, notons que notre algebre ne contient pas d'« elements de Geck- 

Rouquier generiques » ; pour cette raison, le calcul explicite des coefficients a\ (n, q) est rela- 
tivement difficile (en particulier, on ne connait pas d'interpretation combinatoire de ces coeffi- 
cients semblable a celle donnee par [IK99, proposition 6.2] dans le cas q = 1). Une voie qui n'a 
pas ete exploree dans cette direction est l'utilisation de l'algorithme de Francis (voir [Fra99]) 
qui permet de calculer les elements de Geck-Rouquier Ta a partir des classes C\ en effectuant 
des transformations recursives sur les combinaisons lineaires de T LT qui apparaissent. Ainsi, 
il est possible qu'il existe une algebre d'elements de Geck-Rouquier generiques qui fournisse 
une preuve plus directe du theoreme 12.5 ; notre construction a pour sa part l'avantage de 
rentrer dans le cadre plus general presente dans le chapitre suivant. 
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Chapitre 13 

Fibres de semi-groupes et limites 
projectives 

Dans le chapitre precedent, nous avons explique comment utiliser des permutations fibrees 
(par un support ou par une composition) pour construire des algebres se projetant sur toutes 
les algebres de groupes C<3 n , ou sur toutes les algebres d'lwahori-Hecke Jif(6 n ). En realite, 
on peut effectuer ce type de construction dans un contexte tres general. Ainsi, si (M, •) est un 
semi-groupe fini et si (L, V) est un semi-treillis fini, alors on peut sous certaines conditions 
construire un semi-groupe fibre M Xj L qui se projette sur M, et dont l'algebre complexe veri- 
fie des proprietes analogues aux algebres de permutations partielles ou aux algebres (d'Hecke) 
de permutations composees. De plus, etant donnees une tour de semi-groupes (M n ) ne ^ et une 
famille croissante (L„) nG N de semi-treillis fibrant les M n , on peut (de nouveau sous certaines 
conditions) utiliser la structure d'ensemble ordonne de L = UneN L n pour construire une « li- 
mite projective » des algebres des semi-groupes M n . Ainsi, pour construire des analogues de 
l'algebre d'lvanov-Kerov pour d'autres families de groupes (G n ) ne t^, il suffit de trouver des 
semi-treillis fibrant les groupes et munis d'actions naturelles de ceux-ci ; nous expliquons tout 
ceci dans les sections 13.1 et 13.2. 

La notion de fibres de semi-groupes par des semi-treillis (ou plus generalement, de fi- 
bres de semi-groupes par d'autres semi-groupes) n'est sans doute pas nouvelle, mais nous 
n' avons pas trouve de references ecrites sur cette construction, et les seuls exemples que nous 
connaissons (en dehors de ceux construits dans cette these) sont : 

1. les semigroupes de permutations partielles d'lvanov et Kerov ; 

2. et les semigroupes de permutations « colorees » utilises dans des problemes d'enume- 
ration de factorisations de permutations, et en particulier le probleme des nombres de 
Hurwitz. 

Ainsi, dans la section 13.3, nous utilisons la theorie des fibres de semi-groupes pour apporter 
un eclairage algebrique au probleme des nombres de Hurwitz, que nous interpretons comme 
coefficients de structure d'algebres de permutations scindees. En particulier, nous proposons 
un algorithme efficace en genre pour le calcul de ces nombres — ce travail a ete effectue en 
collaboration avec M. Sage. Ces methodes etaient certainement deja connues, mais nous avons 
juge interessant de les presenter dans le cadre algebrique nouveau (et particulierement clair) 
des algebres de permutations fibrees. Finalement, dans la section 13.4, nous presentons des 
conjectures concernant les produits de classes de conjugaison dans les centres Z(CGL(n, F ? )) 
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13.1. Fibration d'un semi-groupe par un semi-treillis. 



des algebres des groupes lineaires finis, et une tentative d'attaque du probleme utilisant la 
notion d'isomorphisme compose. 



13.1 Fibration d'un semi-groupe par un semi-treillis 

On rappelle qu'un semi-groupe M est un ensemble muni d'une loi de composition • qui 
est associative, c'est-a-dire que m ■ (n ■ 0) = (m- n) ■ pour tous les elements du semi-groupe. 
On parle de mono'fde si M admet un element neutre (a droite et a gauche), et de groupe si 
de plus tout element est inversible. D'autre part, un semi-treillis L est un ensemble muni 
d'un ordre partiel ^, et tel que la borne superieure x V y de deux elements existe toujours. 
Alternativement, un semi-treillis peut etre vu comme un semi-groupe de loi de composition 

V qui est commutative (Vx, y, x V y = y V x) et idempotente (Vx, x V x = x). 

Un sous-semi-groupe N d'un semi-groupe (M, •) est une partie N qui est stable pour la 
loi de composition •, c'est-a-dire que si x et y appartiennent a N, alors x ■ y appartient aussi a 
N (on autorise en particulier le sous-semi-groupe vide). Nous noterons <S(M) l'ensemble des 
sous-semi-groupes de M. D'autre part, un ideal I d'un semi-treillis (L, V) est une partie I qui 
est close pour l'ordre c'est-a-dire que si x E I et x < y, alors y E I. En particulier, I est une 
partie close pour l'operation V. Nous noterons T{L) l'ensemble des ideaux de L. L'operation 

V s'etend al(L) : en effet, si l\ et I2 sont deux ideaux et si 

l x v l 2 = {x v y I x g h, y eh} , 

alors l\ V h est un ideal dans X(L). 

Definition 13.1 (Fibre d'un semi-groupe par un semi-treillis). Un fibre d'un semi-groupe M par 
un semi-treillis L est la donnee d'une application m E M 1-4 I m G T(L) telle que 

\Jmi,m 2 e M, l m V I m C I mim2 . 

Etant donne un fibre (M,L,I) et un element / G L, notons Nj la partie de M definie par 
Ni = {m G M I / G lm). Cette partie est un sous-semi-groupe de M. En effet, si m\ et mi 
appartiennent a N;, alors / G I m et / G J m2 , done 

/ = Z V / G Jjjjj V 7 m2 C Im i m 2 1 

et mi?«2 G N/. De plus, l'application I E L ^ Ni E S(M) est croissante pour l'inclusion 
des sous-semi-groupes. En effet, si Zi ^ Z2, alors si m est un element de M tel que ?! G J ra , 
on a aussi I2 E I m ; par consequent, N/ x C N/ 2 . Reciproquement, considerons une application 
I E L h^- Nj E S(M) qui est croissante, et montrons que les parties 

I m = {I e L I m E Ni} 

sont des ideaux de L verifiant la condition de fibre. Si l\ E I m et h ^ h, alors m E C N/ 2 , 
done Z2 G I m ; les parties 7 m sont done bien des ideaux de L. Ensuite, si Zi G 7 mi et Z2 G I m2 , 
alors 

mi G N Zl C N hvk ■ m 2 E N h C N; lV / 2 

et comme N/ lV / 2 est un sous-semi-groupe, mi/«2 appartient a N/ lV / 2 , done l\\/ 12 E l mi m 2 - Ainsi, 
I m V J OT2 C I mi m 2 , c'est-a-dire que la condition de fibre est respectee. On conclut qu'un fibre de 
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M par L peut alternativement etre donne par une application / G L 1— > N; G 5(M) croissante 
pour l'ordre de L et l'inclusion des sous-semi-groupes. 

Expliquons maintenant la terminologie de fibres. On considere un fibre (M,L,I), et on 
note MxjL l'union disjointe UmeM{ m } x ^m- Ainsi, 

Mx,L= □ {m} x I m = {(m,l) \ I G I m } = {(m,l) \ m G N,} = |J N, x {/} . 

L'ensemble M XjL est muni d'une structure naturelle de semi-groupe pour le produit : 

(mi,h) x (mzfh) = {mmAVh)- 

En effet, par hypothese, si \\ G I mi et ?2 G I m2 , alors hV h G I mi m 2 / done le produit est bien 
dans MxjL; l'associativite du produit est evidente. De plus, la projection 

[m, I) EMxiLh^meM 

est un morphisme de semi-groupes, et l'image reciproque de m par cette projection s'identifie 
a I m . On dira done que I m est la fibre deMxjL au-dessus de m. 

Exemples. Notons &n le semi-groupe des permutations partielles de taille n, et & n le semi- 
groupe des permutations composees de taille n. Dans les deux cas, il s'agit de fibres du 
groupe & n . Ainsi, & v n est le fibre de 6 n par le treillis *p„ = ^p([l,n]) des parties de [l,n]] 
(muni de la relation d'ordre inclusion), avec : 

Icree n = {parties A contenant le support essentiel de a, i.e., les cycles non triviaux} ; 

N AG <p„ = 6(A) . 

De meme, & n est le fibre de & n par le treillis <t n des compositions de taille n (muni de la 
relation d'ordre de raffinement), avec : 

Jfre6„ = {compositions c telles que n(c) y orb(cj)} ; 

N ce c„ = 6 C = & Cl x &c 2 x • • • x & Cr . 

Nous verrons dans la section 13.3 que & n est un sous-fibre du semi-groupe des permutations 
scindees, obtenu en remplacant le treillis € n par le treillis Q n des partitions d'ensembles de 

M- 

Remarque. Dans les deux cas presentes ci-dessus, le fibre obtenu est en fait un monoide. Une 
condition suffisante pour qu'un fibre M Xj L soit un monoide est la suivante : si M a un 
neutre e^ et L a un element minimal 0, et si I eM = L, alors [eu, 0) est un element neutre dans 
le semi-groupe fibre. 

Exemple. Soit G un groupe et E un G-ensemble, e'est-a-dire que G agit sur E. On fixe un 
ensemble L de parties de E qui est stable par intersections, et tel que si A G L et g G G, alors 
g(A) G L. Par exemple, on peut imaginer que E est un espace topologique sur lequel G agit 
continuement ; alors, on peut prendre pour L l'ensemble des fermes de E. En particulier, si E 
et G sont des ensembles finis, on prendra systematiquement L = ^P(E). Alors, si Ton munit L 
de l'ordre inverse de l'inclusion, l'application 

N:AeL4 Fix(A) C G 

verifie les conditions de fibres; les elements du fibres sont les couples (g,A) avec g(a) = a 
pour tout a dans A. Le semi-groupe des permutations partielles est un fibre de ce type, car le 
sous-groupe 6(A C peut etre vu comme le fixateur du complementaire de A. 
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Dans ce qui suit, on suppose M et L finis. En particulier, L a un plus grand element, qu'on 
notera 00. Si (E, ^) est un ensemble partiellement ordonne fini, son algebre d'incidence <#{E) 
est l'ensemble des fonctions a valeurs entieres definies sur les couples a ^ b d'elements de E, 
avec pour loi de multiplication 

(f*g)M= £ f(a,x)g(x,b). 

a^x^b 

En considerant le produit tensoriel ^(E) ®z A, on peut definir l'algebre d'incidence des fonc- 
tions a valeurs dans n'importe quel groupe abelien A. Le neutre de l'algebre ^{E) est la 
fonction de Dirac : 

1 si a = b, 



3(a,b) 



sinon. 



Soit E,(a,b) la fonction constante egale a 1. Cette fonction est inversible dans ^{E), d'inverse 
la fonction de Mobius de E, cf. [Rot64]. Cette fonction }i{a, b) peut etre definie recursivement 
par la relation : 

1 si a = b, 

,-E«^ c <6^(«/C) sinon. 

Alors, si f(a,b) = J^ a ^c^b S( a ' c )' alors g(a,b) = YLa^c-^b f { a r c ) V-{ c ,b). L'existence de cette 
fonction permet de generaliser les propositions 12.1 et 12.3 du chapitre precedent : 



]i{a,b) 



Proposition 13.2 (Theorie des representations d'un fibre de semi-groupes). L'algebre du semi- 
groupe fibre Z[M XjL] est abstraitement isomorphe a la somme directe 

©Z[N,]. 

leL 

En particulier, si les N/ sont des groupes finis, alors C[M xj L] est une algebre semi-simple dont les 
blocs correspondent a des blocs des N;. 

Demonstration. La preuve est essentiellement la meme que precedemment. Si m £ N; C M, 
on note le vecteur de 0/ GL Z[N/] dont la coordonnee dans Z[N/] est m, et dont les autres 
coordonnees sont nulles. Lorsque / parcourt L et m parcourt N;, les m^ t forment une base de 
la somme directe. L'isomorphisme entre l'algebre du fibre et la somme directe est defini par 

ip: (m,l) M. Yj m N v ■ 

De nouveau, ceci fait sens, car l'application N est croissante : si (m,l) G M XjL et !' > /, 
alors m £ N; et N| ^ N;/, done m £ N// et wim, existe. On verifie trivialement que tp est 
compatible avec le produit du fibre. L'application reciproque de tp est l'extension Z-lineaire 
de la correspondance 

En effet, pour tout element (m, I), on a bien : 

tp-Hip(m,l))=xp- 1 (E m K l ) =E<T>n ( ,)= E H(l',l"){m,l") 

\Z'>Z / I'^l V'^l'^l 

= £ (C *?) (I I") (m, I") = E Kh n {m, I") = {m,l). 

i">l 
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Par exemple, si ^ n est l'algebre des permutations composees de taille n, alors on retrouve 
immediatement l'isomorphisme Q}„ ~ cG c„ C(3 C ; nous avons vu dans le chapitre precedent 
que Ton avait en fait un isomorphisme entre les versions quantifiers Jtf{@ n ) et ce <r n Jf?(& c )- 

□ 

Si G est un groupe qui agit sur le semi-groupe M et sur le semi-treillis L de facon com- 
patible avec les lois de M et L et avec la fibration I, alors on peut comme dans le cas des 
permutations partielles prolonger Taction de G au fibre M xjL, et restreindre la projection 
Z[M xj L] — > Z[M] en une projection Z[M x f L] G -» Z[M] G . Dans ce qui suit, on suppose 
que les actions de G sur M et L verifient : 

Yg G G, Vm 1/ m 2 GM / g • (otiot 2 ) = (g ■ mi)(g • m 2 ) 
V^eG, Vl 1; ; 2 el, g-(/iVZ 2 ) = (g./ 1 )v(g-Z 2 ) 

Vg G G, V(m,Z) GMxjL, g • (J m ) = . 

La derniere hypothese revient a dire que I est G-equivariante pour Taction de G sur M et 
pour Taction de G sur X(L). Alors, G agit sur le fibre M x j L par 

(m,/) = {g-m,g-l). 

En effet, comme I £ I m , g-l appartient bien a g ■ l m = I g . m compte tenu de Thypothese d'equi- 
variance. D'autre part, les deux premieres hypotheses montrent que les sous-espaces d'inva- 
riants Z[M x j L] G et Z[M] G sont des sous-algebres deZ[Mx ; L] et de Z[M], et par definition 
de Taction de G sur le fibre M x 7 L, la projection zr : Z [M x 7 L] — > Z [M] est un morphisme 
d'algebres G-equivariant. En particulier, 7r(Z [M x 7 L] ) G C Z [M] G , et cette inclusion est en rea- 
lite une egalite. En effet, si c = EmeM a m m appartient a Z[M] G , alors (c, 00) = £ m€M fl m (m, 00) 
appartient a Z[M x 7 L] G , car g ■ 00 = 00 pour tout g G G ; et 7r(c, 00) = c. On conclut que : 

Proposition 13.3 (Fibre de semi-groupes et actions de groupes). Si G est un groupe qui agit sur 
Met L de facon compatible avec les lois de Met L et avec la fibration I, alors G agit sur le fibre MxjL, 
et Yespace d 'invariants Z[MxjL] G C Z[MxjL] est une sous-algebre qui se projette surjectivement 
sur la sous-algebre d' invariants Z[M] G . 

En particulier, si M = G et si Taction de G sur lui-meme est la conjugaison, alors une sous- 
algebre commutative de l'algebre du fibre G x 7 L se projette sur le centre de l'algebre de 
groupe Z[G] G = Z(ZG). 



13.2 Chaines et construction de limites projectives 

Dans cette section, on considere un semi-groupe fibre (eventuellement infini) M x 7 L, et 
on suppose que L admet un element minimal Iq, et une chaine exhaustive (infinie) 

C = (Z ^ h < h < • • • ) , 

c'est-a-dire une suite croissante telle que pour tout / G L, il existe un indice n tel que Z ^ Z„. 
Les N n = Ni n forment une suite croissante de sous-semi-groupes de M, et tout element m G M 
est dans un N„. En effet, si m G M, choisissant I G J ra; un certain Z n est plus grand que Z, done 
dans Tideal l m ; par suite, m G N n . Ainsi : 

L= |Jt [/o,Z„] ; M= |Jt N„. 

H6N n€N 
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Pour n G N, notons L„ l'intervalle [Zo, Z n ], et pour m G N n , I m/ „ = I m n L n . L'intervalle L„ est 
un sous-treillis de L, et J OT/ „ est un ideal de L n . La chaine C fournit done une suite de fibres de 
semi-groupes (N„ x ln L n )„ e]N . 

Exemple. Les permutations partielles rentrent parfaitement dans le cadre expose ci-dessus, 
avec : 

L = % nies (N*) ; L n = qj([l,n]) ; 
M = 600 ; N„ = 6„ ; 

7(j = {parties de N* contenant le support essentiel de a} ; 
J(7,n = {parties de [1, n] contenant le support essentiel de <r} . 



Si Mi ^ ri2, notons (p ni ,n 2 l a projection 



''n\,n% ' ^ Mil X In-, ^tli 

(m,l) 1-4 



Z |_Ml 2 X 7„ 2 L «2 

f(m,Z) si I e L n2 , 
I sinon. 



Cette application est bien definie, car si / G L„ 2 , alors / ^ l„ 2 et / G J m , done Z n2 G J m et 
(m, Z) G N„ 2 Xf ii2 L„ 2 . De plus, on verifie sans mal que (p ni ,n 2 es t un morphisme d'algebres, et 
si n\ ^ «2 ^ n3, alors on a evidemment la condition de compatibilite 

Ainsi, on a une famille dirigee de morphismes d'algebres, ce qui permet d'envisager la limite 
projective lim ^ ;N Z[N n Xj n L n \. On doit en realite distinguer deux limites projectives : l'une 
dans la categorie des algebres, et l'autre dans la categorie des algebres filtrees. Si (m,l) G 
MxjL, notons deg(m,Z) le plus petit entier n tel que I G L„. Cette graduation s'etend en une 
filtration d'algebres sur Z[MxjL] et sur les Z[N„ x In L n ]. 

Proposition 13.4 (Chaines et limites projectives d'algebres de semi-groupes fibres). On suppose 
que tous les sous-semi-groupes N n et tous les intervalles L n sont finis. Dans la categorie des algebres, 
hjri^^ Z [N n x i n L n ] = Z [ [M x j L] ] . Dans la categorie des algebres filtrees, l^n^^ Z [N„ x In L n ] = 
Z[Mx°jL]. 

Demonstration. Les hypotheses realisees sur la chaine assure que tout element (m, I) deMxjL 
est dans un certain N n xj n L n . D'autre part, l'hypothese de finitude des N n et des L n assure 
l'existence de l'algebre de series formelles Z[[M x j L]]. Si Ton n' impose pas le degre fini pour 
les elements de la limite projective lim ^ ; ^ Z [N n xj n L n ], alors on obtient n'importe quelle 
combinaison formelle d'elements fibres (m, I), e'est-a-dire n'importe quel element de l'algebre 
Z[[M x j L]]. A l'inverse, si Ton impose un degre fini, on obtient n'importe quelle combinaison 
formelle finie d'elements fibres (m, I), e'est-a-dire n'importe quel element deZ[M XjL]. □ 

Si Ton considere d'autres filtrations d'algebres sur les Z[N„ x j n L n ] et sur Z[[M x 7 L]], on peut 
construire d'autres limites projectives indues dans Z[[M x j L}}. Par exemple, dans la categorie 
des algebres filtrees, la limite projective des C(3^ equipees du degre de Kerov, ou du degre 
canonique, est l'algebre 38 n des permutations partielles. 

Inversement, considerons une famille croissante No C Ni C N2 C • • • de semi-groupes. 
Les N n ont une limite directe naturelle M = U«gin t Mi/ mais la construction decrite ci-dessus 
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permet egalement de construire une « limite projective » des algebres Z[N„], c'est-a-dire une 
algebre generique qui se projette sur toutes ces algebres. En effet, il suffit de trouver un semi- 
treillis L, une fibration I : N \— > I(L) et une chaine exhaustive C = (Zo ^ l\ ^ • • • ) telle que 
N„ = N} n pour tout n; on a alors des projections (poo, n : Z[M X;L] — > Z[N„ xj n L n ], et aussi 
des projections tz„ : L\N n x In L n ] — > Z[N n ], done des projections pr n : Z[M Xj L] — > Z[N„] 
pour tout n. Nous utiliserons ce principe dans la section 13.4 pour construire une algebre se 
projetant sur toutes les algebres de groupes CGL(n / F (? ). 



13.3 Permutations scindees et nombres de Hurwitz 

Le concept de permutations fibrees est egalement interessant en dehors du probleme de 
construction de limites projectives : en particulier, il est particulierement utile pour le de- 
compte de factorisations de permutations verifiant certaines proprietes, et par exemple pour 
le calcul des nombres de Hurwitz. Si n et r sont deux entiers positifs, on appelle constellation 
(cf. [LZ04, chapitre 1]) de degre n et de longueur r une famille (c^ 1 ), . . . , crM) de permutations 
de & n telle que a^ l 'a^> ■ ■ ■ cr?' = idp^j, et telle que le groupe engendre par les crW agisse 
transitivement sur [1, n]. Par exemple, 

(2, 4, 3) (1,3) (2, 4) {1,3, 2) =id m 

est une constellation de longueur 4 et de degre 4. Le type cyclique d'une constellation est la 
famille ■ ■ ■ , p r )) des types cycliques des pemutations crW la composant ; ainsi, chaque ]i^> 
est un element de Reciproquement, etant donnee une famille {fi^\ ■ ■ ■ , ji^) de partitions 
de meme taille n, le nombre de Hurwitz de ces partitions est defini par : 

H n (}fi-\ . . . , = — card {constellations de type [yS 1 ', ■ ■ ■ , u^) dans &„} . 

Plus generalement, considerons un entier n, des partitions ji^>, . . . , ]V- r > de tailles plus petites 
que n, et un entier g tel que 



2(n+g-l)>£\r ) \- i (V il) ) = L R (r ) )- 
Definition 13.5 (Nombres de Hurwitz). Le nombre de Hurwitz H n J}V> l >, . . . , u^) est defini par : 

HnxhtW, u^) = H n U . . . , U l n -\t ilr) \, 21 n - 2 ,21 n -\...,21 n - 2 ) 

k transpositions 

aveck = 2(n+g-l) -LLi r (M (0 )- 

Exemple. Pour une seule partition u, H n/g (u) est aussi egal a c ul „-\^\/n\ = l/z„ ul n-M fois le 
nombre de factorisations de la permutation standard de type }i 

cr }t = {l,2,...,Ui)(ui + I,. . .,U\ + jl 2 ) ■■■ (j"H h Y-r-X + 1,...,^H V Y-r) 

en produit de k(u) = 2(n + g — 1) — R(}i) transpositions de &„ agissant transitivement. On en 
deduit les valeurs suivantes pour les premiers nombres de Hurwitz : 

^(2) = 1/2 ; 

H 3/0 (3) = l ; H 3 ,i = 9 ; H 3/2 (3) = 81 ; H 3/g = 9* ; 

H 3 , (2)=4 ; H 3/ i(2)=40 ; H 3 , 2 (2) = 364 ; H 3/g = (9* +1 - l)/2 . 
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Nous expliquerons plus loin pourquoi H„ /g (}i) peut toujours etre developpe en combinaison 
lineaire rationnelle de puissances d'entiers e g . 

Ces nombres comptent egalement des classes d'equivalence de revetements ramifies mar- 
ques de la sphere CP 1 . On rappelle qu'un revetement ramifie de la sphere de degre n est la 
donnee d'une surface de Riemann X et d'une application holomorphe / : X — > CP 1 telle que : 

1. II existe une partie finie S C X telle que / : X \ S i— > CP 1 \ f(S) soit un revetement 
holomorphe de degre n, c'est-a-dire une application localement equivalente a l'identite 
z^r z (dans des cartes holomorphes), et qui atteint chaque point n fois. 

2. Autour de chaque s G S, l'application / est localement equivalente (dans des cartes 
holomorphes) a l'application z z d avec d ^ 1. 




Figure 13.1 - Aspect local d'un revetement ramifie de la sphere au-dessus d'un point regulier 
u £ f(S) et d'un point critique t E f(S). 

L'entier d(s) est appele degre de ramification du revetement en s, et l'indice de ramifi- 
cation est i(s) = d(s) — 1. Le point s est appele point de ramification si i(s) ^ 1, et point 
de ramification simple si i(s) = 1. Si t G f(S), le type de ramification de t est la partition 
]i(t) = (d(s\),. . . ,d{si)) dont les parts sont les degres de ramification des points s, dans la 
fibre de t, c'est-a-dire les points tels que f(sj) = t. En utilisant des triangulations et la formule 
d'Euler, on peut montrer que les indices de ramification et le genre de la surface X sont relies 
par la formule de Riemann-Hurwitz : 

2-2g = X(X)=nx(CF 1 )-J^i(s)=2n-^i(s)=2n- £ R( F (t)) . 

seS seS tef{S) 

Etant donnees des partitions . . . , fi^ de failles plus petites que n, on appelle revetement 
ramifie marque de CP 1 de degre n, de genre g et de type . . . , la donnee : 

- d'un revetement ramifie / : X — > CP 1 de degre n, 

- de r points critiques . . . , t^ r \ ces points ayant pour types de ramification respectifs 

M (i) u -pHF (1) l / ... /M Mui«-|^ ) l / 

- dans chaque fibre d'un point critique fW, de mi(^W) points speciaux marques parmi les 
n — I + mi(^W) points non ramifies, 
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- de k = 2(n + g — 1) — E{=l^(K ) P ornt s critiques supplementaires . . . ,& +k \ 

chaque point etant de type de ramification 21"~ 2 , c'est-a-dire qu'il y a un unique point 
de ramification simple dans la fibre. 

Par la formule de Riemann-Hurwitz, un tel revetement est forcement de genre g. On compte 
ces revetements avec le poids 1/card Aut(X / CP 1 ) / ou Aut(X / CP 1 ) designe le groupe (fini) 
des automorphismes du revetement ramifie / : X — > CP 1 . Alors : 

Proposition 13.6 (Nombres de Hurwitz et revetements ramifies marques). Le nombre de revete- 
ments ramifies marques de degre n, genre g et type . . . , u^) est exactement H n a(jl^\ . . . , }ft>). 

Demonstration. Les arguments sont du meme type que ceux donnes dans le paragraphe 5.3 
pour les revetements de Jucys-Murphy et reposent sur la notion de monodromie dans les 
fibres d'un revetement ramifie. Fixons un point regulier z £ CP 1 , et notons t^\ . . . , t^ r+k ' les 
points critiques d'un revetement ramifie marque. On dessine des boucles 7^, . . . , ^ r+k ) ba- 
sees en z et contournant les points t^\ . . . , t^ r+k \ cf. la figure 13.2. Dans CP 1 \ {fW, . . . , t^' +k ^}, 




Figure 13.2 - Lien entre constellations et revetements ramifies marques donne par la mono- 
dromie dans une fibre au-dessus d'un point regulier. 

le chemin concatene T = jWjW ■ ■ ■ j( r+k ) est homotope a z — il suffit de faire passer les 
boucles 7W de l'autre cote de la sphere. On releve les chemins 7W a X \ S : ainsi, il existe des 
chemins 5^' sur X\S tels que = 7 (,) . Si l'on suit une fois 1 'une de ces boucles on 

obtient une permutation crW des preimages yi,...,y n de z, et par hypothese sur le revetement 
ramifie, le type de cette permutation est ji^ U P 3 ~Ih (,) I s \ { <; r, et 21"~ 2 si i ^ r + 1. Comme T 
est homotope a z, son releve 3^ ■ ■ ■ 8^ induit l'identite sur la fibre de z ; ainsi, 

crW • • • = id M . 

D'autre part, comme la surface X est connexe, le groupe engendre par ces permutations agit 
transitivement sur JXn]. Ainsi, tout revetement ramifie marque de degre n, genre g et type 
OM,...,/^)) fournit une constellation de meme type, et une analyse approfondie des syme- 
tries de cette correspondance conduit a l'identite annoncee. □ 

Dans la suite de cette section, nous expliquerons comment les permutations scindees, qui 
sont un type de permutations fibrees, permettent de calculer efficacement les nombres de Hur- 
witz generaux H„ □■(p 1 ), . . . , f^), et plus particulierement les nombres de Hurwitz d'une par- 
tition H n/g (fi). Si g = et ]l = (k), une formule exacte est connue depuis Hurwitz lui-meme, 
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voir [Huro2]. Plus recemment, un lien a ete etabli entre le probleme des nombres d'Hur- 
witz et la theorie de l'intersection des espaces de modules des courbes x , voir par exemple 
[ELSVoi, FPoo, OPoi, OP02]. En particulier, il existe une formule exacte, la formule ELSV, 
qui exprime les nombres de Hurwitz d'une partition en termes d'integrales de formes diffe- 
rentielles sur les espaces de modules. Notons J^ n ,g l'espace de modules des courbes lisses de 
genre g avec n points marques 2 x\,...,x n . Cet espace est un orbifold complexe (ou champ 
algebrique) de dimension complexe 3g — 3 + n, et il admet une compactification J%n,g due ^ 
Deligne et Mumford et dont les points correspondent aux courbes stables de genre g et avec 
n points marques. Sur une variete complexe compacte X de faisceau structural G, rappelons 
que la suite exacte de faisceaux 

_ exp(2i7r-) 

1 ► Z > & — \ G x > 1 



fournit une suite exacte longue entre les espaces de cohomologie H fc (X,Z), H k (X,0) et 
H k (X,0 x ). En particulier, il existe une fleche canonique H l (X,(ff x ) -4 H 2 (X,Z) appelee 
premiere classe de Chern, et notee C\. De plus, les classes de cohomologie de H 1 (X,^ >X ) 
correspondent aux classes d'equivalence conforme de fibres en droites sur X, voir [GH78, 
chapitre 1] ; on peut done considerer la classe de Chern de tout fibre en droites holomorphe 
sur X. Pour un orbifold compact tel que ^n,g> ^ a situation est semblable, a ceci pres que la 
classe de Chern d'un fibre C\(V) prend maintenant ses valeurs dans l'espace de cohomologie 
rationnelle H 2 (^, c hg ,Q). D'autre part, on peut definir de facon analogue les classes de Chern 
d'ordre superieur c^^iV) G H 2k (^£ g/ Q). Considerons alors les fibres en droites tautolo- 
giques L, de fibres 

L i,(C;x 1 ,...,x n ) = T*t C ' 

et le fibre de Hodge A„ ig , qui est le fibre vectoriel de dimension 2g dont les sections sont les 
1-formes holomorphes sur Jt 1 ^ „. On note finalement xpj = c\ (L\), et c(A^„) la classe de Chern 
totale du fibre de Hodge dual A^„, i.e., la somme alternee de toutes les classes de Chern 
Cfc(A^ /g ). Alors : 

Theoreme 13.7 (Formule ELSV, [ELSVoi]). Sip. £ & n et Aut(^) = Yli^^iil 1 )^ a ^ ors 



Aut(^) J^c g (1 - mipi)(i - n^i) •••(!- Mr 



ou la fraction rationnelle de classes de cohomologie doit etre interpretee comme une serie formelle, et 
I'integrale d'une classe de cohomologie £ vaut si Z, n'est pas dans H 6 ^ _6+2n ( 1 y#^,Q). 

La preuve de ce resultat met en jeu l'application de Lyashko-Looijenga et ses extensions a 
des fibres en cones sur en particulier l'espace de Hurwitz ; on renvoie a l'article original 

[ELSVoi] pour plus de precisions. Notre approche est beaucoup moins ambitieuse : on cherche 
seulement a calculer efficacement (et exactement 3 ) les nombres H„ /g (u). 



La difficulty principale pour le calcul des nombres de Hurwitz est la manipulation de 
l'hypothese de transitivite ; sans celle-ci, il existe une formule tres simple pour le nombre de 

1. Cette theorie de Gromov-Witten est aussi reliee a des modeles 2-dimensionnels de la gravite quantique, 
voir [Wit9i, ZV005]. 

2. On supposera g ^ 1 ou g = et n > 3, car sinon ./#„ /? n'est pas correctement defini. 

3. Des expressions asymptotiques en n et mettant en jeu les invariants de Gromov-Witten des espaces de 
modules ont ete proposees par Kazarian et Zvonkine, voir par exemple [ZV004]. 



249 



Chapitre 13. Fibres de semi-groupes et limites projectives. 



factorisations remontant a Frobenius et mettant en jeu les caracteres des groupes symetriques. 
Appelons permutation scindee de taille n la donnee d'une paire (a, n), ou a G 6„ est une 
permutation et tc G Q n est une partition d'ensemble de [[1, n\ qui est moins fine que la parti- 
tion orb(c) donnee par les orbites de c. Ainsi, j = a{i) implique que i et / sont dans la meme 
part de n. 

Exemple. Le couple s = ((1,2)(3,4), {1,2,6} U {3,4} U {5}) est une permutation scindee de 
taille 6. 

Notons & s n l'ensemble des permutations scindees de taille n. Le nombre de permutations 
scindees (cr, n) de taille n s'ecrit : 

|©nl = IT I 71 '!' = ^nombre de cycles de cr = Yl |Ca|^(A) = " " 

7reQ„ Tiidn ctg6„ Ag% Ae% Za 

ou Bjt est le /c-ieme nombre de Bell — le cardinal de Ci\ — et correspond au nombre de facons 
de reunir des parts de orb (a) pour obtenir n. Ainsi, les premiers cardinaux s'ecrivent : 

1, 3, 13, 73, 501, 4051, 37633, 4596553, 58941091, . . . 



Dans le treillis des partitions d'ensembles, si a, r G &„, alors orb(<7T) -< orb(cr) V orb(r). 
En effet, si i et ; sont dans la meme part de orb((7T), alors 

j = PT(7T • • • Q"t (j) , 
k termes 

done il existe une chaine z'o = i, i\, ■ ■ ■ Aim = j telle que z'/ + i = a(ij) ou ij + x = t(z'/) pour tout /. 
Alors, pour la relation d'equivalence ~ associee a orb(c r ) V orb(r), 

i = Z'o ~ il ~ i% ~ • • • ~ Z2m = ; / 
done on a bien orb((JT) ^ orb(rj) V orb(r). Par consequent, l'application 

0-^ [orb(cr),{l,2,...,n}] 

verifie la condition de fibre de semi-groupe, done l'ensemble & s n = & n xj Q n est un fibre 4 sur 
& n avec pour loi multiplicative : 

Oi, Til) ■ (CT 2 , 7T 2 ) = (£7icr 2/ Ky V 7T 2 ) . 

Exemple. Si s = ((1,2)(3,4), {1,2,6} U {3,4} U {5}) et t = ((2, 1,6), {1,2,6} U {4,5} U {3}), 
alors 

s-t = ((1,6)(3,4),{1,2,6}U {3,4,5}) . 

Compte tenu de la theorie developpee dans la section 13.1, l'algebre de semi-groupe C& n se 
projette canoniquement sur C6„, et elle est isomorphe a la somme directe ® ne Q H C& n , ou 

4. Remarquons que les permutations composees (a, c) 6 & n du chapitre precedent forment un sous-semi- 
groupe fibre de & n . 



250 



13-3- Permutations scindees et nombres de Hurwitz. 



& n C &„ designe le sous-groupe produit des &{ni) si n = TC\ U • • • U rc^r n y L'isomorphisme 
s'ecrit 

ip(a,7i) = J^(a v G C& v ), 
et sa reciproque met en jeu la fonction de Mobius du reseau 0. n : 

avec u(n,v) = (— l) r ~ s (2\) r3 (3!) r4 • • • (n — V.) r ", ou r est le nombre de parts de v, s est le 
nombre de parts de n, et r, est le nombre de parts de v qui se scindent en i parts de n. Ceci 
permettra plus tard de donner une formule de type Frobenius pour les nombres de Hurwitz. 



Le groupe & n agit sur lui-meme par conjugaison, et sur £}„ en prenant les images des 
parties des partitions d'ensembles. Ces actions verifient les axiomes donnes a la fin de la 
section 13.1, d'ou une action sur le semi-groupe fibre & n : 

p-(a,n) = (pap-\p(7z)) 

telle que l'espace des invariants dans C& n forme une sous-algebre se projetant sur Z(C6„). 
Deux permutations scindees (a, n) et (&', n') sont conjuguees sous cette action si et seulement 
si : 

1. Les partitions d'ensembles n et n' ont meme profil, c'est-a-dire que les partitions d'en- 
tiers A et A' obtenues en ordonnant les tailles des parts de n et de n' sont identiques. 

2. II existe une correspondance U[ -H* n\ preservant les tailles des parts, et telle que pour 
tout indice i, les restrictions Cj et aj de a a la part n\ et de & a la part n\ aient meme 
type cyclique. 

Par consequent, les classes de <5 n -conjugaison de permutations scindees sont indexees par les 
multipartitions de taille n, c'est-a-dire les multi-ensembles qj = ■ ■ de partitions 

d'entiers tels que ||jj|| = 7J- =1 = n. L'ensemble des multipartitions de taille n sera note 
3f n ; les cardinaux des premiers ensembles de multipartitions sont 

1, 3, 6, 14, 27, 58, 111, 223, 424, 817, .. . 

Le profil d'une multipartition qj = {n^\ ■ ■ -/P^} est la partition \p\ dont les parts sont les 
tailles l^^ 1 ^,. . ., |p s ^|- En reunissant les multipartitions en fonction de leur profil, on peut 
montrer sans difficulty le lemme suivant : 

Lemme 13.8 (Majoration du nombre de multipartitions). 17 existe une constante B > 1 telle que 
card ^ n ^ B n pour tout n. 

Demonstration. Asymptotiquement, le nombre de partitions de taille n verifie 

e 7r v / 2n73 

card % ~ = — , 

4V3n 
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voir [FS09, chapitre VIII. 6]. En particulier, cardan est toujours majore par pour une 
certaine constante A. Maintenant, 

/(A) 

card^ n = E card{5\ G iT n | \\\ = A} < E ri card ^A, < E 11 

AG% AG% !=1 Ae% i=\ 

AG% (=1 AG% 

d'ou le resultat avec B = A 2 . □ 

Par analogie avec ce qui a ete fait dans la section 12.1, notons 3l n = C©*, et stf n la sous- 
algebre des invariants, c'est-a-dire (C& s n ) 6 ". Une base de sf n est formee par les classes de 
pemutations scindees 

c p= E v) 

t(a,n)=p 

indexees par les multipartitions qj G J^. Si qj = {^W, . . . , ^( s )} est une multipartition de 
taille ft, notons qj u = p 1 ) U ^( 2 ) U • • • U w' s ) ; c'est une partition de n. L'image de C v par la 
projection n n : SS n — > C&„ est un multiple de la classe de conjugaison C p u ; ceci implique en 
particulier l'identite Ti n {s^ n ) = Z(C©„), et le fait que s4 n est une sous-algebre commutative. 
Reciproquement, etant donnee une partition u G notons u s la multipartition de taille n 

definie par 

C'est la multipartition « la plus scindee possible » parmi celles telles que qj u = u. 

Theoreme 13.9 (Nombres de Hurwitz et constantes de structure de l'algebre des invariants). 

Le nombre de Hurwitz H ni g{yy>, . . . , ^W) est egal a l/n\ fois le coefficient de C[(i»0} dans 

c (pwy c (^p)) s ' ' ' c (^(''») s ( c (2) s ) ,c - 

Demonstration. Si u est une partition de taille inferieure a n, la classe C^s est simplement egale 
a 

E (V, orb (cr)), 

f(er)=^Ul"-|fl 

et sa projection sur Z(C@„) est n n {C^s) = C ul „-^|. D'autre part, la classe C^*)} contient 
pour seule permutation scindee (idp n j, [l,n]). Par consequent, le coefficient de l'enonce est 
egal a 1/nl fois le nombre de families de permutations (crW, . . . , o~^ r \ . . . , T") telles que : 

-(i)... tr « T (i)... T (fc) =idM ; f^O) = H (i) ul »-lf»l ; f( T 0'))=21*- 2 ; 

orb^ 1 )) V--- Vorb(t7 W ) Vorb(r( 1 )) V--- Vorb(rW) = [l,n] . 

II suffit done de se convaincre que la derniere condition est equivalente a la transitivite du 
groupe engendre par les en*) et les . Placons les entiers de [l,n] sur un cercle, et pour 
chaque permutation (7, dessinons le graphe G(c) dont les aretes sont les (i,j) avec j = o~(i), 
voir la figure 13.3. 

La transitivite du groupe engendre par les permutations est clairement equivalente a la con- 
nexite du graphe (\J r i=1 G U (\Jj =1 G(r^)). Or, si ce graphe est connexe, alors tous 
les entiers de l'intervalle [l,n] sont en relation pour l'equivalence associee a la partition 
orb(cr( 1 )) V • • • V orb(crW) V orb(r( 1 )) V • • • V orb(rW), et reciproquement. □ 
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Figure 13.3 - La transitivite du sous-groupe engendre par des permutations a G S est equi- 
valente a la connexite du graphe UcreS G(c), et done a la confition VVes orb(a) = [l,n]. 



Corollaire 13.10 (Nombres de Hurwitz d'une partition). Le nombre de Hurwitz H n J}i) est egal 
a \/z U yi-\ ¥ \fois le coefficient de C{ f(U1 „-|fl} dans (C( 2 y) k - 

Demonstration. Pour une seule partition, l'identite crr^ ■ ■ • tW = idp ; „j se reecrit sous la 
forme a = tW ■ ■ ■ et par consequent, le groupe engendre (a, . . . , tW) est simplement 
(t^ 1 ), . . . ,t^). Ce sous-groupe est transitif si et seulement si V or b(T^) = [l,n]. Par conse- 
quent, n\ H„ /g (u) est egal au nombre de termes dans {C^y) k qui sont egal a un (c, [1, n]) avec 
t(o~) = u U \ n ~\v\. Comme srf n est une sous-algebre de 3§ n , ce nombre est aussi cardC ul „_|,,| 
fois le coefficient de Cr uuv-My ^ 

Exemple. Dans =2/3, les puissances successives de C[(2),(i)} son t : 

( c (2)0 2m = c {(W),(i)} + (3 2m_1 - 3) C{( 1/14 ) } + 3 2m_1 C{( 3 )} ; 
(C( 2 )0 2m+1 = c {(2),(i)} + (3 2m - 1) C {(24)} . 
On retrouve ainsi les formules donnees precedemment pour H^^u). 



Compte tenu des deux propositions precedentes, le probleme des nombres de Hurwitz 
se ramene a la comprehension des puissances de la classe C( 2 ) s dans s? n . En realite, il va 
seulement s'agir de diagonaliser une matrice de taille N x N, ou N = card 3f n ^ B n . Pour 
commencer, precisons quelque peu la structure des algebres 3§ n . D'apres ce qui precede, £S n 
est isomorphe a la somme directe des C& n ,n parcourant Q n ; e'est done une algebre complexe 
semisimple, e'est-a-dire une somme directe de blocs qui sont des algebres de matrices. Pour 
tout tableau standard T de taille n, notons e(T) l'idempotent de Young de C6„ (voir [JK81]), 
qui est le produit : 

- de la somme de tous les elements du sous-groupe de Young associe aux lignes de T 

- et de la somme alternee de tous les elements du sous-groupe de Young associe aux 
colonnes de T. 



Exemple. Si T = l_LL3_LAJ, alors la premiere somme est 

R(T) = (id + (1,3) + (1,4) + (3,4) + (1,3,4) + (1,4,3)) * (id + (2,5)), 
et la seconde somme est 

C(T) = (id -(1,2)) * (id -(3,5)). 
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L'idempotent de Young est le produit e(T) = R(T) C(T). 

Les elements e(T) sont a des constantes multiplicatives pres des idempotents dans I'algebre 
C&„ : e(T) 2 = c(T)e(T) avec c(T) = c(A) = n!/dimA. Plus precisement, les f(T) = 
e(T)/c(T) forment un systeme complet d'idempotents orthogonaux et indecomposables, 
c'est-a-dire que : 

- 1 = Eag% ETGStd(A) f(T) (completude). 

- f{T)f(U) = si T ^ U (orthogonalite). 

- chaque f(T) ne peut etre ecrit comme somme d'idempotents orthogonaux non nuls 
(indecomposabilite) . 

Si Ton reunit les idempotents de Young en fonction des formes A des tableaux T, alors on 
obtient un systeme complet d'idempotents centraux, i.e., /(A) = EreStd(A) /(^) es * dans 
Z(C6„) pour toute partition A. Ces idempotents de Young fournissent l'isomorphisme d'al- 
gebres C6„ ~ ® Xe% End(Vx) : 

End(V A ) = /(A) C&„ /(A) = /(A) C6„ = C&„ /(A) = f(T) C6„ f(U) . 

r,UeStd(A) 

Pour tout tableau standard U de forme A, l'ideal a gauche C&„f(U) est l'un des dim A mo- 
dules irreductibles de type A intervenant dans la decomposition C&„ ~ AG? ^(dimA) V k , 
et les f(T) C6„ f(U) forment la base de Young du module. Dans ce qui suit, nous noterons 
F(A) = /(A) C&„ le bloc de type A de I'algebre du groupe symetrique. 



Pour un sous-groupe de Young 6 n = 6(774) x ••• x &(rc r ) associe a une partition d'en- 
sembles n G £}„, la decomposition de I'algebre de groupes s'ecrit 

r r ( \ / r \ 



C6 7T = (g)C6(7r ! ) = (g) 

i=l i=l 



®/«»(a«) ) ce^, 



,<=1 



UA^ceim) 

V A(i)e % i i / 

ou par /tt, (A^) on entend l'idempotent central de type A^ dans I'algebre de groupes C6(7r,). 
Ainsi,si A = (AW,...,AW) G EO-i %,-| et/(7T,A) = (8>- =1 /^(AW), alors C©^ est isomorphe 
a la somme directe des blocs F(n,A) = f(7i,A)C& n , et un tel F(n,A) est isomorphe au 
produit tensoriel (8>;=i F(AW). Comme ~ ® n £Q„ C&n, on conclut que : 

Lemme 13.11 (Decomposition de I'algebre des permutations scindees). On a la decomposition 
en blocs d'algebres matricielles 

# B ~@F(7r,A), 

7T,A 

ou re parcourt £}„, et A parcourt ^ n = n,-=i ^\iti\- 

On peut ensuite reunir les blocs F(n,A) en fonction de la multipartition ^ = { A^\ . . . , A^ } G 
3f n dont les partitions sont celles apparaissant dans la suite de partitions A. Ainsi, le nombre 
de blocs F(n, A) de type ^ G ^ est 

nl 

Kl)= |\|!rU«A(X)!' 

ou |^|! = nj=i lA*-'-* |! si ^ = {A^\. . . ,A^}, et wza(^) est le nombre de partitions A dans 
la multipartition L En effet, etant fixee une multipartition \, pour choisir un couple (tc, A) 
correspondant, il faut : 
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1. En supposant |AW| ^ ••• ^ |AW|, choisir une permutation A = (A^ 1 ), . . . , A a ^) qui 
conserve la decroissance des tailles de partitions ; il y a 

AutM=n(, )= r ^"" t ,'l? 

k ' yu^wW ni»i A (i)! 

2. Puis, choisir une partition d'ensembles 7T qui a pour profil ( | TC\ | ^ • • • ^ 1 7T r | ) = 

(lA^ 1 ) lA^^I) ; il y a 

B( "' W) = (|AW| ". |AM|) ThJ-MW P0SSibilWS ' 

Ensuite, b(\) = B(n,\) Aut(fc), et ainsi, SS„ ~ XGir „ F (V)® fc ^>, ou F(5\) designe un bloc de 
type \. 

Exemple. Si n = 4, la decomposition de ^4 en blocs donne : 

- B(4,(4)) = 1 bloc pour les multipartitions {(1,1,1,1)}, {(2,1,1)}, {(2,2)}, {(3,1)} et 
{(4)}. Les dimensions correspondantes sont 1, 9, 4, 9 et 1. 

- B(4,(3,l)) = 4 blocs pour les multipartitions {(3),(1)}, {(2,1), (1)} et {(1, 1, 1), (1)}. 
Les dimensions de ces blocs sont 1, 4 et 1. 

- B(4, (2,2)) = 3 blocs pour les multipartitions {(2), (2)} et {(1,1), (LI)}, et 2 x 3 = 6 
blocs pour la multipartition {(2), (1, 1)}, car le groupe d'automorphismes de celle-ci est 
d'ordre 2. Tous ces blocs sont de dimension 1. 

- B (4, (2,1,1)) = 6 blocs pour les multipartitions {(2), (1),(1)} et {(1,1), (1), (1)} ; ils sont 
de dimension 1. 

- et B(4, (1,1,1,1)) = 1 bloc de dimension 1 pour la multipartition {(1), (1), (1), (1)}. 
On retrouve bien dim^ 4 = 73 = 1 + 9 + 4 + 9 + 1+ 4 + 16 + 4 + 3 + 3 + 6 + 6 + 6 + 1. 



Revenons maintenant au probleme du calcul des puissances de la classe des transpositions 
scindees C( 2 y- Si (a, b) est une transposition, on note 

(a,b) s = I (a,b),{a,b}U \J {c} 

\ c^a,b 

la transposition scindee maximalement correspondante ; par definition, C^y est la somme des 
(a, b) s pour 1 ^ a < b ^ n. Pour toute multipartition qj, notons C v = C^/card C v . Si pr^ 
designe la projection 

I 

x e SS n ^t — a ■ x e si n , 

TV 

alors la projection de tout element {a, n) de type p est C p . Par consequent, pour toute classe 
[j et tout entier m, 

c (2yC v =pr^(C (2) .)pr„(tr / 7r) = pr^ £(a,&) s pr n {a, n) = pr^ £(a,fc) s (cr, n) 

\a<b ) \a<b ) 

si (a, 7t) est dans la classe C p . Pour decomposer un produit C p dans la base des C\ de 
srf n , il suffit done de determiner les types des produits (a, b) s (a, n) avec (c, zr) permutation 
scindee fixee dans la classe de type qj : 
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1. Si a et b sont dans des parts differentes TC{ et 7tj et dans des cycles de longueurs res- 

pectives y$ et , alors le type du produit est la multipartition U ji^' + fij"] 
obtenue a partir de qj en remplacant les deux partitions u^> et par leur union dis- 
jointe, puis les parts et fi^ de cette nouvelle partition par leur somme. 

2. Si a et b sont dans une meme part Ti{ et dans des cycles de longueur u^ et u¥\ alors le 
type du produit est la multipartition p[jJ-^ + ]i\ ,] obtenue a partir de qj en remplacant 
dans la partition les parts et yif* par leur somme. 

3. Enfin, si a et b sont dans une meme part 71, et un meme cycle de longueur ju \ alors 
le type du produit est la multipartition p[}i¥ = d + d'] obtenue en remplacant dans la 
partition fi® de rj la part ji® par les deux distances d et d! entre a et b dans le cycle. 

En enumerant les occurrences de chaque cas, on conclut que : 



Lemme 13.12 (Matrice de la multiplication par la classe des transpositions scindees). Pour 



toute multipartition jj = {u^, ... , u^} G 2f n , le produit Cr 2 y * C v est egal a 



^(0)f (f( (i)) r 
l<i</<r fc=l 1=1 K ' i=U<kI<«(ii(fl 



f4° fi (0 

; E 

i=\ k=l 



E E E 2 c v [fi i ' ) =d+d'} 



0000 



000 



Exemple. Dans la base (C ¥ ) p de ^ indexee par les multipartitions {(3)}, {(2,1)}, {(1,1,1)}, 
{(2),(1)}, {(1,1), (1)} et {(1), (1), (1)} (dans cet ordre), la matrice de la multiplication par 

C (2 )s est 

/ o 2 o 2 o O 

3 o 3 o 2 o 

o 1 o o o o 

1 3 

loo 
y o o o o o o J 

En regardant la colonne correspondant a la multipartition {(1)"} dans les puissances de la 
matrice M precedemment decrite, on obtient les nombres de Hurwitz d'une partition compte 
tenu du corollaire 13.10. II reste done a calculer efficacement les puissances de la matrice du 
lemme 13.12. Si \ = {A^ 1 ), . . . , A^} est une multipartition, on note c(\) = Y%=i c (.^ ) son 
contenu total. 

Proposition 13.13 (Diagonalisation de la matrice de la classe des transpositions scindees). Soit 
M la matrice decrite par le lemme 13.12, e'est-a-dire la matrice de la multiplication par Cr 2 y dans srf n . 
Cette matrice est diagonalisable, et son spectre est I'ensemble des contenus c(\) avec \ parcourant 3f n . 

Demonstration. Fixons dans ce qui suit l'entier n. Dans la section 1.5, nous avons vu que les 
elements de Jucys-Murphy Ji,...,J n agissaient diagonalement sur la base de Young du mo- 
dule V A , les valeurs propres etant les contenus des cases de A. Or, la classe des transpositions 
C 21 n-2 est egale a la somme p\{J\, ■ ■ ■ ,} n ) = Ji + h + • • ■ + ]n) son action sur V A est done la 
multiplication par la somme c(A) de tous les contenus des cases de A. Notons pr^ la projection 
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3$ n — > C<5 n tel que l'isomorphisme ip : SS n — > YLneQ„ so ^ ^§ a ^ a X^ea,, P r 7r ; P r A ^ a projection 
de CStt sur le bloc F(n, A) ; et pr^ A la composee pr A o pr^. Comme 



(a, b) si a et b sont dans la meme part de n, 
sinon, 



l'image pt n (C/ 2 y) de la classe des transpositions scindees sur C6 n est simplement la somme 
C 2 i«-2 /TT de toutes les transpositions de C& n . La multiplication par Cr 2 y s'ecrit done dans : 

C(2)« * * = E P r 7r( C (2)0 * P^W = E C 21»-V * P^A^) = E C ( A )P r 7T / A^)- 

Ainsi, l'endomorphisme m associe a la multiplication par Cr 2 y dans SS n est diagonalisable, 
avec pour valeurs propres les contenus de multipartitions. Or, m laisse stable £? n , car gf n est 
une sous-algebre de 38 n . La restriction de m a s$„ est done encore diagonalisable, et la ma trice 
M est bien diagonalisable de spectre les contenus des multipartitions. □ 

Remarque. En realite, on peut meme preciser les multiplicites des valeurs propres; ainsi, le 
spectre avec multiplicites de M est exactement {c(\) \ \ S £¥ n }. Par exemple, les six multipar- 
titions de taille 3 ont pour contenus 3,0, —3, 1, —1,0, done le spectre avec multiplicites de la 
matrice M en taille 3 est {-3, -1,0 2 , 1,3}. 

En combinant les lemmes precedents, on peut finalement dormer un algorithme efficace 
pour le calcul des nombres de Hurwitz : 

Algorithme 13.14 (Calcul des nombres de Hurwitz d'une partition). Pour calculer un nombre 
de Hurwitz d'une partition H„ /g (}i), il suffit de : 

1. Lister toutes les multipartitions de taille n, et ecrire la matrice M de la multiplication par C( 2 y, 
voir le lemme 13.12. 

2. Diagonaliser la matrice M; comme on connalt a I'avance ses valeurs propres (cf. la proposition 
13.13), ceci revient a resoudre des systemes d'equations lineaires. 

3. Calculer la puissance (2(n + g — 1) — R(ji))-ieme de M, ce qui est facile une fois qu'elle est 
diagonalisee. 

Le nombre H ni g(ji) se situe alors a V intersection de la ligne indexee par {u U 1"~W} et de la colonne 
indexee par {(1)"}. Comme card = 0(B") par le lemme 13.8, notre algorithme a pour complexite 
0(C") pour une certaine constante C > 1. 

Remarque. L'entier n etant fixe, une fois connue une base de diagonalisation explicite de M, le 
calcul des puissances de M est quasi immediat, et on a des lors acces simultanement a tous 
les nombres de Hurwitz H nig (ji). En particulier, l'algorithme est de complexite quasiment 
independante de g (le genre est seulement mis en jeu dans le calcul de la puissance d'une 
matrice diagonale...). 

Exemple. L'algorithme precedent a ete implements en sage ; il permet de calculer en quelques 
secondes H 9/3 ([3,2]) = 11335243138639147728000. II n'est pas beaucoup plus dur de calculer 

W10400 ( [3, 3] ) : 

78209797946099221469380408333253658389335110778578102493417366937278419420971892637983710 
75560582522421501772573340373051838027863257564920539419318289349146733779503133393782164 
00502995632992349968406352652755255329660159383909006457131068007080172851654851060277221 
485502282528772332192003548685671573635386956399466111869724001404563147200000. 
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Pour conclure, donnons une version plus theorique de l'algorithme precedemment decrit. 
Comme les isomorphismes tp et ip^ 1 ont une expression explicite, on peut decrire precisement 
les projections pr^ : 38 n — > C& n , assurant la decomposition en blocs C& n . Ensuite, l'idem- 
potent central /(A) peut etre exprime en fonction du caractere irreductible g x du groupe 
symetrique : 

Si ^ = {A^ 1 ),. . . ,A^} est une multipartition, fixons un ordre arbitraire sur les partitions la 
composant, et notons : 

&x = © A (D x • • • x © AW ; g x = G A<1) ® • • • ® G A< ° ; 
dim)\ = dimA (1) x ••• xdimA^ ; m(\) = (-l) r_1 (r - 1)! . 

On adopte les memes notations pour une suite ordonnee de partitions A. La description des 
idempotents centraux a l'aide des caracteres s'etend alors aux /(A, n) : 

dim A ^ a / \ 

/(a,tt) = — — £ trip)* 



et ceux-ci realisent les projections pr A . En combinant ces descriptions des projecteurs, on 
obtient la formule abstraite suivante pour les nombres de Hurwitz : 

Theoreme 13.15 (Formule de Frobenius pour les nombres de Hurwitz). 

E cV) I ■ 



HnM = E C(l) 2 ^-V- R M *(*)&(*) dim\ ( 



Exemple. Cette formule abstraite explique le developpement des nombres de Hurwitz en puis- 
sances 2g-ieme des contenus des multipartitions de taille ft. Ainsi, on obtient par exemple : 

H 3ig (2) = {98 +1 - l)/2 ; H 4/g (3) = 6 2 *+ 2 - 3 2 *+ 2 . 



La formule du theoreme 13.15 n'est en realite pas nouvelle : c'est l'application d'un principe 
d'inclusion-exclusion aux nombres de Hurwitz deconnectes H* qui comptent les facto- 
risations non transitives (ou de facon equivalente, les revetements ramifies non connexes), et 
sont donnes par la formule de Frobenius usuelle 

H . (u (i) U W)-- card/^W tr« T W t«) f (<f)=/f 1 ; t(T«))=2i"-0 
n ng {ji ) - n} caxa < {a ,r ) ^(i)...^) T (i)... T {i) =id[in] j 



voir par exemple [LZ04, appendice]. Neanmoins, l'algebre des permutations scindees a permis 
de manipuler rigoureusement les symetries des enumerations, et elle a fourni un algorithme 
efficace pour le calcul explicite. 
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134 Conjectures sur les produits de classes de conjugaison dans 

Z(CGL(n,F 9 )) 

Les constructions effectuees au debut du chapitre dans le contexte tres general des fibres de 
semi-groupes ont ete realisees en vu de conjectures sur les produits de classes de conjugaison 
dans les algebres CGL(n, F ? ). Rappelons que ces classes de conjugaison sont indexees par les 
polypartitions de taille n, c'est-a-dire les fonctions p : M/0 — > "3f qui associent des partitions 
p(4>) a des F^-polynomes irreductibles cp G M/ <8, de telle facon que 

IMI = E ( de §</>) 1^(0)1 = n > 

voir la section 6.1. Si p est une polypartition telle que ||qj|| + ^(qj(X — 1)) ^ n, on note qj — > n 
la polypartition completee definie par 

(p4fl)(^X-l) = ^) 

(p^n)(X-l) = p(X-l)^ (n- £ (deg^)|^)|). 

en utilisant les notations du debut de la section 12.1. Ainsi, si Ton regarde la F3-polypartition 
p = {X 2 + 1 : (2, 1) ; (X — 1) : (1, 1)}, alors p — > n fait sens si n ^ 8 + 2 = 10, et par exemple, 

DJ^15 = {X 2 + l : (2,1); (X - 1) : (2,2,1,1,1,1,1)}. 

La completion definit une bijection entre les polypartitions de taille n et les polypartitions p 
telles que ||oj|| + £([]j(X — l))^n. D'autre part, remarquons que si g est un isomorphisme de 
type qj — > n (au sens de la section 6.1), alors la codimension 

codimFix(g) = n — dim{x G (F^)" | g(x) = x} 

est exactement ||qj||. En effet, on peut supposer a conjugaison pres que g = ] v ^ n est une 
matrice compagnon de Jordan, et si Ton ecrit les blocs de cette matrice sous la forme 

/(X-l)''i +1 

/(X-l)''l +1 

V h-\\p\\-t( P {X-l))) 

avec ]i = p(X — 1), alors le sous-espace propre Fix(g) est exactement celui engendre par les 
n — || oj || — derniers vecteurs de base, plus chaque premier vecteur d'un bloc hx-\yi +x > 
d'ou : 

dimFix(g) = n - \\p\\ - l(y) + t(y) = n - \\p\\ . 

Or, etant donnes deux isomorphismes g et h, on a bien sur Fix(gh) C Fix(g) n Fix(Tz), done, 
au niveau des codimensions, 

codimFix(^) ^ codim (Fix(g) fl Fix(/z)) ^ codimFix(g) + codimFix(/z) . 

On en deduit le caractere filtre des centres des algebres CGL(n,F (? ) : 

259 



Chapitre 13. Fibres de semi-groupes et limites projectives. 



Proposition 13.16 (Filtration sur les centres Z(CGL(n,F (? ))). Pour tout entier n et toutes poly- 
partitions \ et jj, on a dans Z(CGL(n,Fg)) une identite du type 

hH\m+\M\ 

avec les a^(n,q) dans N, et etant entendu que la classe C\^ n vaut si la polypartition \ satisfait 
\\\\\ +£(l(X - 1)) > n. 

Demonstration. Le terme de gauche est une combinaison lineaire (a coefficients dans N) de 
produits d'isomorphismes gh avec 

codimFix(gfo) ^ codimFix(^) + codimFix(fa) = ||^|| + ||p|| . 

D'autre part, comme Z(CGL(n / F (? )) est stable par produit et engendre lineairement par les 
classes de conjugaison, ce produit est une combinaison lineaire (a coefficients dans N) de 
classes de conjugaison C^ n . D'apres ce qui precede, tous les v intervenant satisfont ^ 

pii + imi- 1 □ 



Des experiences numeriques sur des cas simples — par exemple, un produit de classes de 
degre 1 sur F3 ou F5 — laissent penser que la conjecture suivante est vraie : 

Conjecture 13.17 (Dependance en n et q des constantes de structure dans les centres des 
algebres CGL(n / F (? )). Les coefficients de structure d\ v {n,q) sont toujours des elements de Q(q n ,q). 

Plus precisement, il n'est pas difficile de se convaincre (au moins sur des cas simples) que 
ces coefficients correspondent a des enumerations d'arrangements des sous-espaces cycliques 
des elements des classes C\^ n et C v ^ n ; comme les classes de conjugaison (voir la proposition 
6.3) et les arrangements d'hyperplans verifiant certaines conditions d'incidence sont enumeres 
par des fractions rationnelles 5 en q et q n , ceci explique intuitivement la conjecture. Une preuve 
rigoureuse necessiterait neanmoins des arguments a la Ivanov-Kerov. Ainsi, s'il existait une 
algebre graduee £foo(Fq) engendree lineairement par des classes A v avec p € ^V(F q ), et se 
projetant sur tous les centres Z(CGL(n / F (? )) avec 

P T n( A v) = fvif^) c v^n ; degA^ = \\p\\ , 

alors on aurait une preuve agreable du caractere rationnel en q et q n des a\ in, q). La fin de 
ce chapitre est consacre a la construction d'une algebre (Fo) qui se projette sur tous les 
CGL(n,F ? ). On espere qu'une sous-algebre de (F ? ) permette d'etablir le theoreme 13.17, 
mais ceci reste encore a l'etat de conjecture. 



Par rapport au cas des permutations partielles, une difficulte majeure est qu'il n'est pas 
possible de definir un semi-groupe des « isomorphismes partiels » de taille n dont les ele- 
ments seraient les couples (g,V) avec V sous-espace de (F^)" et g £ GL(V). En effet, etant 
donnes deux tels couples (g, V) et (h, W), on aimerait alors definir leur produit comme un iso- 
morphisme partiel de l'espace V + W, mais contrairement au cas q = 1, il n'y a pas de facon 
canonique de completer g et h en isomorphismes de cet espace — il faudrait specifier des sup- 
plementaires de V et de W dans V + W sur lesquels g ouh induisent l'identite. Compte tenu 

5. Comme la caracteristique q du corps de base est fixee, la seule vraie variable est en fait q n , done on pourrait 
enoncer la conjecture avec Q[q n ] a la place de Q(q n ,q). 
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de cette difficulty il convient de se raccrocher aux principes enonces dans les deux premieres 
sections du chapitre. Ainsi, pour construire une limite projective des algebres CGL(n,F ? ), il 
suffit de trouver des semi-treillis Lq C L\ C • • • C L„ C • • • fibrant les GL(n,F (? ). Les decom- 
positions en sommes directes de sous-espaces vont fournir de tels semi-treillis. Etant fixes 
un entier n et une puissance q d'un nombre premier, on appelle decomposition de (F ? ) n la 
donnee d'une famille (non ordonnee) {V^\ . . . , y( r )) de F^-sous-espaces vectoriels tels que 

(F,) B = © V® © ■ • ■ © . 

Le type, ou profil d'une decomposition A est la partition t(A) obtenue en ordonnant les dimen- 
sions des espaces yW composant A. On notera Dec(n,F (J ) l'ensemble des decompositions de 
(Fq)", et si A G Dec(A,F ? ) l'ensemble des decompositions de type A. Le groupe GL(n,F ? ) 
agit sur Dec(n,Fq) par 

g-{v {1) V^} = {g(V^) g (vW)}, 

et les orbites de cette action sont exactement les sous-ensembles Dec(A,F (J ). Le stabilisateur 
d'une decomposition de type A = (Ai, . . . , A r ) a pour cardinal 

^JI^A)^ (YlcardGL^F^ , 



1 cardGL(n,F,) 



et par consequent, le cardinal de Dec(n,F ? ) s'ecrit : 

cardDec(n,F a ) = cardDec(A,F a ) = - , 

K q) h n { q> xhn^mjiXy. n^cardGLCA.F,) 

On dira qu'une decomposition (V^) iGl est plus fine qu'une decomposition (WW) ;G j s'il existe 
une partition d'ensemble I = \Jjej Ij telle que 

vy e /, = y(0 . 

ielj 

Proposition 13.18 (Semi-treillis des decompositions en sommes directes). Muni de cette relation, 
Dec(n, F(j) est un semi-treillis A' element maximal la decomposition triviale {(F fl )"}. 

Demonstration. Dans ce qui suit, Ay = {U^\ . . . , U^} et Ay = {V^\ . . . ,V^} sont deux 
decompositions dans Dec(n,F fl ), et si n est une partition d'ensemble dans r , on note tc(Au) 
la decomposition plus grossiere que A u obtenue en regroupant les espaces dans chaque 
part de n. Par exemple, supposons que 

A u = F,[ci] © F 9 [e 2 ,e 3 ] © F,[e 4 ] = © l^ 2 ) © IT® 

dans (F^) 4 , ou e, designe le f-ieme vecteur de la base canonique, et ou F ? [(x,) !G j] designe 
l'espace vectoriel engendre par la famille (x,) !G j. Alors, si n = {1,3} U {2}, 

n(A u ) = (UW®U^)®UW =F q [e 1 ,e 4 }eW q [e 2 ,e 3 }. 

Soit S(Ay) ~ Q r l'ensemble des decompositions de (F ? )" plus grossieres que Ay, et S(Ay, Ay) 
l'ensemble des decompositions de (F ? )" plus grossieres que A u et que Ay. Notons que 
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S(A(i,Ay) est urte partie non vide de S(Ay), car {(F ? )"} est une decomposition plus gros- 
siere que toute autre, done est dans S(Au,Ay). Fixons deux decompositions 7r(Au) et v(Au) 
dans S(A{j,Ay). Tout sous-espace VW est contenu dans un certain 0, e7rii U^, et dans un 

©; gv . U^. Par consequent 6 , 



V/ c ( © ur« ] n 



1 tev^. y /'G7r„.nv(,. 



Ceci implique le point suivant : si ^ = re A v est la borne inferieure de re et v dans r , alors 
tout sous-espace V^> est contenu dans un sous-espace de la decomposition fi( Au), done }i{Au) 
appartient a S(A;j, Ay). Ainsi, si l'on identifie S(Au, Ay) a une partie de Q r , alors S(Au, Ay) 
est stable pour l'operation A sur les partitions d'ensembles, et on peut considerer : 

/\{tt' I 7r'(Au) GS(A u ,Ay)}. 

La decomposition Ti m i n (Au) est plus grossiere que Au et Ay, et par construction, e'est la de- 
composition en sous-espaces la plus fine ayant cette propriete, car toute autre decomposition 
zr(Au) G S(A u ,A y ) verifie Ttmin ^ 7i et done n m m{Au) ^ 7t(A;j). Ainsi, la borne superieure 
Au V Ay = 7r m in(Au) existe toujours. □ 

La preuve qui precede implique egalement le point suivant : si Au ■< = tc(Au), alors la 
fonction de Mobius ^(A^, Aw) est simplement la fonction de Mobius du treillis Q r evaluee en 
les partitions d'ensembles {1} U {2} U • • ■ U {r} et n. D'autre part, notons que le semi-treillis 
Dec(n, Fq) n'est pas un treillis : par exemple, si B = (e,), G [i n j et B' = (ej)fe [!,»»] sont deux 
bases de (F^)", alors les deux decompositions 

F,[ei]©---©F,[e„] et Fq[e[] © • • • ©FJ4] 

sont minimales pour l'ordre de raffinement, mais elles n'ont de borne inferieure que si elles 
sont egales (a permutation des vecteurs pres). 



On appelle isomorphisme scinde de taille n et sur F ? la donnee d'un isomorphisme g G 
GL(n,F,j) et d'une decomposition {U^\ . . . , U^} = A G Dec(n,F 1? ) laissee stable par g, 
e'est-a-dire que g(U^) = IjW pour tout i. Autrement dit, un isomorphisme scinde est la 
donnee d'une decomposition et d'isomorphismes gW G GL(l/W) pour tout i; on a alors g = 
g^ © • • • ©g^. Les isomorphismes scindes s'agregent en un fibre de semi-groupe IS(n,F t? ) = 
GL(n,F ? ) X/ Dec(n,F ? ), l'application de fibration etant : 

I g = {decompositions de (F^)* laissees stables par g] . 

II est trivial de verifier que I verifie bien les axiomes d'une fibration : en effet, si g et h sont 
des isomorphismes et si Au G I g et Ay G alors g et h laissent tous les deux stable la 
decomposition Au V Ay, done g oh egalement, ce qui qui implique I g V \ C Ig/,. 

6. L'identite pour l'intersection des sous-espaces est vraie compte tenu de la decomposition en somme directe 

(F,)" = ©? =1 
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Dans ce qui suit, un isomorphisme scinde (g, Ay) sera aussi note sous la forme additive 
(g^\ LTW) © ■ ■ ■ © (g^ r \ ll( r '). Une notation particuliere sera employee lorsque Au est la de- 
composition standard associee a une composition c = (ci,...,c r ) de [l,n]], c'est-a-dire que 
A u = {U (1) ,...,U (r) }avec 

U {,) = F ? [e Cl+ ... +c ._ 1+1 , . . . , e Cl+ ... +c .] . 

Dans ce cas, nous noterons simplement (gW, IZW) © • • • © (g( r ), llM) = © • • • ©g( r) . 
Exemple. Dans IS (5, F 3 ), ( J \ ) © (1) © ( \ \ ) et ( l o l \ © (2) © (1) ont pour produit 

(•;•)•(;:) 

II reste maintenant a relier entre eux les semi-treillis Dec(n,F (? ) et considerer une limite 
projective GL(oo / F (? ) x, Dec(oo / F (? ). Si N ^ n et A y = {(F q ) n = LZi © • • • © U r } est une 
decomposition dans Dec(n / F g ) / on peut toujours la completer en une decomposition Au — > N 
de Dec(N / F (J ) en rajoutant les sous-espaces vectoriels Fg[e„ + i], . . . ,Fq[ejv] : 

Au -> N = {(F,,) N = Ui © • • • © U r © F,[g n+1 ] © • • • ©F,[g N ]} • 

On appellera decomposition de (F 9 )°° la donnee d'une famille (An)nj>„ de decompositions 
des ((Fg) N ) N>n telles que 

An = A„ — » N 

pour tout N ^ n, etant entendu qu'on identifie deux telles families si elles sont egales a partir 
d'un certain rang N. Autrement dit, une decomposition de (F^) 00 est la donnee d'une de- 
composition d'un certain (Je q ) n , etant entendu qu'on identifie deux decompositions de tailles 
distinctes si l'une peut etre obtenue a partir de l'autre par le procede de completion decrit 
ci-dessus. Nous noterons Dec(oo,F (? ) l'ensemble des decompositions de (Fq) 00 . 

Exemple. Les decompositions F q [e\, e 3 ] © W q \ei, e±] et W q [e\, e 3 ] © F ? [e2, 64] © F 9 [es] © F ? [eg] cor- 
respondent a la meme decomposition de (Fq)°°, car celle de faille 6 est obtenue par completion 
a partir de celle de taille 4. 

On munit Dec(oo / F (J ) de la relation d'ordre suivante : une decomposition Ai S Dec(ni,F ? ) 
est plus petite qu'une decomposition A2 S Dec(n2,Fg) si (Ai N) ^ (A2 — > N) dans 
Dec(N / F (? ) pour N assez grand (plus grand que max^i,^)). On verifie sans mal que la 
preuve de la proposition 13.18 s'adapte a cette definition; ainsi, (Dec(oo,F (? ) / ■<) est un semi- 
treillis (mais cette fois-ci sans element maximal). Une chaine exhaustive dans Dec(oo,Fg) est 
constitute par les decompositions A n ^i = F q [e-[,e2, . . . ,e n }. En effet, on a bien An y A n si 
N ^ n, car 

F 9 \e x , ...,e N ]tW q [et, ...,e n ]@¥ q [e n+1 ] © • • • © F, [e N ] 

dans Dec(N,F ? ). D'autre part, si A est une decomposition de (F^) 00 donnee par une decom- 
position dans Dec(n,Fq) / alors A ^ A n , car A n est maximale dans Dec(n,W q ). On est done 
dans la situation decrite 7 dans la section 13.2, avec 

L = Dec(oo,F,) ; L n = Dec(n,F,) = {A < A n } . 
7. II n'y a pas d'element minimal Iq, mais e'est sans importance. 
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Considerons maintenant la limite directe GL(oo,F ? ) des groupes GL(n / F (? ) pour les mor- 
phismes 

in^N • GL(n,F g ) GL(N,F 1? ) 



g ^ (g -> N) = 




un element de GL(oo,F ? ) est done donne par un g G GL(n,F t? ), etant entendu qu'on identifie 
deux isomorphismes si l'un est obtenu a partir de l'autre en rajoutant des 1 sur la diagonale 
de la matrice. On definit comme precedemment une fibration I : GL(oo,F (? ) — > X(Dec(oo / F (? )) 
par : 

I g = {decompositions de (F^) 00 laissees stables par g} . 

On obtient ainsi un fibre de semi-groupes ISf^F^) = GL(oo,Fg) XjDec(oo,F ? ) dont les 
elements sont les isomorphismes scindes de taille arbitraire, etant entendu qu'on identifie 
deux isomorphismes scindes si l'un peut etre obtenu a partir de l'autre par l'operation 

(h,®) = (g,A) (l,F q [e n+1 }) (l,W q [e n+2 ]) • • • (l,F t? [e N ]) = (g —> N,A —> N) . 

On est done dans la situation du paragraphe 13.2, avec M = GL(oo, F ? ) et N n = GL(n,F (? ). 



Si (g, A) = (g^\ll^) © • • • © (g( r \ll^) est un isomorphisme scinde de taille arbitraire 
n, notons deg(g, A) la quantite n — dimFix(g, A), ou dim Fix (g, A) est la dimension du sous- 
espace vectoriel 

Fix(g, A) = Fix(g) = {iG (F,) w I g(x) = x} . 

Cette definition est compatible avec la completion des isomorphismes scindes, e'est-a-dire 
que deg(g, A) — > N = deg(g, A) pour tout N ^ n. Par consequent, le degre est bien defini 
sur IS(oo,F ? ) et sur tous les IS(n,F ? ). De plus, si {g\, Ai) et (#2/ A2) sont deux isomorphismes 
scindes, alors 

deg((^i,A 1 )(^A 2 )) < deg(^,Ai) +deg(^A 2 ) 

pour les memes raisons que dans le cas des isomorphismes simples. Ainsi, deg s'etend en des 
filtrations d'algebres sur les & n (Fq) = CIS(n,F ? ). On note ^ > o(F (? ) la limite projective des 
SS n {¥ q ) dans la categorie des algebres filtrees et relativement aux morphismes 

<p N , n : # N (F,) -> & n {¥ q ) 

(g,A)»{( h ' @) si(g f A) = (h,®)^N, 
|0 sinon. 

Notons que les projections (p^ r „ sont legerement plus restrictives que celles decrites dans la 
section 13.2 : ainsi, on peut avoir <pN,n{g, A) = meme si A ^ A„, par exemple si 

{g,A) = (/2,A„)©(A,F ? [e„ +1 ])ffi---ffi(A,Fq[e N ]) 

avec A £ F* different de 1. Neanmoins, la construction fournit de nouveau une algebre natu- 
relle S?co (F^) C C[[IS(oo,F ? )]] se projetant sur toutes les algebres de groupes CGL(n,F 1J ). 

Conjecture 13.19 (Isomorphismes scindes et theoreme de Farahat-Higman pour les groupes 

GL(n, Fa)). Une sous-algebre de ^ , o(F (? ), ou d'une algebre construite sur le meme principe, se projette 
sur tous les centres Z(CGL(n,F (? )), et permet une demonstration agreable de la conjecture 13.17. 
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Pour tout entier n, il existe une action naturelle de GL(n,Fn) sur Dec(n, Fg) qui est com- 
patible avec la fibration decrite precedemment, d'ou une action de GL(n,Fg) sur le fibre 
IS(n,F,): 

g-(h,A) = (ghg-\g(A)) 

avec g( A = {U^\ . . . , U^}) = {g(U^), . . . ,g(U^)}. Deux isomorphismes scindes (g,Au) 
et (h, Ay) sont conjugues sous cette action si et seulement si Au et Ay ont meme profil, et s'il 
existe une bijection -R- V® preservant les dimensions et telle que g$ et few ait meme type 
DjW au sens de la section 6.1. Les classes de GL(n,F ? )-conjugaison d'isomorphismes scindes 
de taille n sont done indexees par les polypartitions multiples de taille n, e'est-a-dire, les 
families {dj*- 1 ^, . . . , qj^} de F^-polypartitions telles que Yh=i II = n - De meme, il existe une 
action naturelle de GL(oo,F (? ) sur le fibre IS(oo,F t? ), et qui est compatible avec le degre des 
isomorphismes scindes. Ainsi, il est naturel de considerer les algebres d'invariants : 

^,(F,) = (^„(n,F q )) GL W ■ ak(F,) = (^ 00 (F,)) GL ( 00 ^) . 

La premiere se projette sur Z(CGL(n, F q ) ) et a une base (Bm,h)m indexee par les polypartitions 
multiples M = {qj^, . . . , qj^} de taille n; la seconde est la limite projective des ^(Fq), 
et elle a une base (Bm)m indexee par les polypartitions multiples, a identification pres par 
un precede de completion des polypartitions multiples semblable a ce que Ton a expose au 
debut de la section pour les polypartitions simples. Malheureusement, meme si les projetes 
TC n (BM,n) son t bi en des multiples des classes C d) u ... u ( f ) (avec des coefficients rationnels en 
q et q n ), il n'est pas du tout clair que dans l'algebre q), le produit de deux classe 
et Bm 2 n e mette en jeu que des classes avec ||N|| ^ ||Mi|| + ||M2||. D'autre part, il serait 
largement preferable de manipuler des algebres dont les bases naturelles sont indexees par les 
polypartitions simples (au lieu des polypartitions multiples). II manque done encore quelques 
arguments a la preuve de la conjecture 13.19. 



Conclusion et perspectives 



En utilisant exclusivement des techniques d'observables de diagrammes, nous avons de- 
termine le comportement asymptotique des partitions aleatoires tirees suivant les mesures 
de Plancherel, les ^-mesures de Plancherel de type A ou B, les mesures d'induction parabo- 
lique, les mesures de Gelfand et les mesures de Schur-Weyl de parametre a > 1/2, a = 1/2 
ou a < 1/2. Nos resultats reposent en grande partie sur la combinatoire de l'algebre G, qui 
peut etre interpreted comme sous-algebre des invariants dans l'algebre des permutations par- 
tielles. Cette derniere construction rentre dans le cadre plus general des fibres de semi-groupes 
par des semi-treillis, et on conjecture qu'une telle construction dans le contexte des groupes 
lineaires finis GL(n, F^) fournisse une algebre naturelle d'observables de polydiagrammes. 
Ceci nous mene aux problemes (non resolus) suivants : 

1. Quels sont les semi-treillis dormant lieu a une algebre d'lvanov-Kerov pour les groupes 
GL(n,F q ) ? A defaut, peut-on construire une algebre de Farahat-Higman FH (GL(F (? )) / 
et quelles sont ces proprietes ? 

2. Soit X A le caractere unipotent normalise associe au GL(n,F,)-module U x (q). On fixe 
une polypartition p, et on tire au hasard X A suivant la ^-mesure de Plancherel M Ui q. 
Quelle est la distribution asymptotique de X A (g), ou g est un isomorphisme de type 

jjU (1 : 1"-M)? 

3. Soit x l le caractere normalise associe au GL(n,F (? )-module irreductible de type \. On 
tire au hasard suivant la GL(n / F (? )-mesure de Plancherel evoquee a la fin du chapitre 
6. Quelle est la distribution asymptotique de la variable aleatoire centree X^ig)' ou g es * 
un isomorphisme de type jj U (1 : l" _ l^l) avec qj polypartition fixee? 

II est vraisemblable qu'apres renormalisation, ces variables aleatoires aient un comportement 
asymptotique gaussien, mais ce type de resultat depend d'une meilleure comprehension des 
caracteres et des classes de conjugaison des groupes GL(n,F 9 ). On peut evidemment envisa- 
ger les memes problemes en type B, et dans ce cadre, le premier probleme est : 

4. Comment demontrer la conjecture 9.8 ? Autrement dit, quelle est la ^-formule de Frobe- 
nius pour les caracteres des algebres d'Hecke de type B ? 

Notons qu'il existe de nombreuses preuves de la formule de Ram 7.6 en type A, mais aucune 
ne semble evidente a generaliser en type B. 

Les methodes d'observables de diagrammes sont essentiellement des methodes de mo- 
ments dans un contexte non commutatif ; en particulier, les esperances E[p^(A)] ou E[E f( (A)] 
pour des modeles de partitions aleatoires sont a rapprocher des esperances E[rjj=i * r M?*] 
pour les modeles de matrices aleatoires. D'autre part, nous avons explique dans les chapitres 
4 et 5 que les methodes de processus ponctuels determinantaux utilisees en theorie des ma- 
trices aleatoires avaient egalement des applications en theorie des partitions aleatoires. Plus 
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generalement, a peu pres tous les outils naturels de la theorie des matrices aleatoires ont des 
analogues pour les modeles de partitions. Des lors, il convient de se demander ce que donnent 
ces outils pour les nouveaux modeles presentes dans cette these, ou pour d'autres modeles. 
Mentionnons en particulier les trois problemes suivants : 

5. De nombreux resultats asymptotiques sur les grandes matrices aleatoires ont un carac- 
tere universel, c'est-a-dire qu'ils sont valables dans un contexte beaucoup plus general 
que le cadre hermitien gaussien usuel (voir les travaux recents [J0I109, EPR+09, ESY09]). 
Pour les partitions aleatoires, nous avons vu que le theoreme central limite de Kerov 
avait cette meme propriete. Dans quel cadre peut-on encore etendre ce resultat ? A-t-on 
d'autres proprietes universelles pour les grandes partitions aleatoires ? 

6. L'equivalence de Baik-Deift-Johansson entre le GUE et la mesure de Plancherel est ega- 
lement valable entre le GOE et la mesure de Gelfand, voir [BR01]. Plus generalement, 
a-t-on une equivalence asymptotique entre les /3-ensembles et les /3-mesures de Planche- 
rel ? Quelles interpretations combinatoires ou geometriques peut-on dormer a une telle 
correspondance ? 

7. Les mesures spectrales des matrices aleatoires hermitiennes gaussiennes satisfont a un 
principe de grandes deviations, voir en particulier [AG97, Guio4], et [Varo8] pour des ge- 
neralites sur les grandes deviations. De plus, la fonction de taux sous-jacente met en jeu 
l'entropie non-commutative de Voiculescu des mesures de probabilite. Dans la preuve 
originale de la loi des grands nombres de Logan-Shepp-Kerov-Vershik ([LS77]), Logan 
et Shepp construisent une fonction « energie » sur les diagrammes de Young continus, 
qui met en jeu un analogue de cette entropie non-commutative, et telle que la forme 
limite minimise l'energie. Cette energie est-elle une fonction de taux pour un principe 
de grandes deviations verifiees par les mesures de Plancherel ? A-t-on des analogues de 
ce principe variationnel pour d'autres modeles de partitions aleatoires ? 

Le dernier probleme peut etre formule pour une famille de deformations des mesures de 
Plancherel des groupes symetriques, qui est liee aux marches aleatoires sur ces groupes ; ceci 
mene a une generalisation de la definition 3.2 que nous souhaitions donner dans cette conclu- 
sion. Si G est un groupe fini et si V = Ae g "a ^ A est une representation reductible de G, sa 
mesure de Plancherel Py peut s'ecrire : 



ou 5 est le caractere non normalise de V. Deformons alors ec et considerons un element 
central c suffisamment proche de ec dans Z(CG). On peut lui associer une nouvelle fonction 



qui est bien definie si c est suffisamment proche de eg, car le denominateur ne s'annule pas 
dans ce cas. Cette fonction Py /C a pour somme 1 sur G ; de plus, si l'algebre ZG est scindee 
sur R (ce qui est le cas pour les groupes symetriques) et si c est une combinaison lineaire 
a coefficients reels de classes de conjugaison, alors Py /C est bien une mesure de probabilite 
(reelle positive) sur G. 

Un cas particulierement interessant est celui ou c = e tc avec C G Z(RG), etant entendu 
que G est un groupe tel que ZG se scinde sur R. Alors, on obtient une famille a un parametre 





de deformations de la mesure de Plancherel de V 



F r Al _ n ^ A (e tC ) n A dimV A expfa A (C)) 
V ' C ' t[ 1 G y (e tc ) L Ae G"AdimyA e xp(^A (C)) 

et ces mesures sont directement reliees au processus markovien sur G de loi invariante par 
conjugaison, et de matrice de transition C. Dans le cas des groupes symetriques, on peut 
etudier ces mesures lorsque 

V = C6 n ; C = C 2in -2 - U( - n ~ X) Cp ; t~-£=' 

2 V n 

ce probleme etant lie a la marche aleatoire isotrope sur le graphe de Cayley de & n par rapport 
au systeme de generateurs donne par les transpositions. Les formes limites des diagrammes 
aleatoires renormalises sont dans ce contexte des deformations de la courbe de Logan-Shepp- 
Kerov-Vershik, et il semble possible d'enoncer dans ce cadre des principes de grandes devia- 
tions (le cas j6 = correpondant aux mesures de Plancherel usuelles). 



Figure C.i - Diagramme de Young aleatoire de taille n 
deformee de parametre /3 = 1/2. 



1000 sous la mesure de Plancherel 



Finalement, il est tentant de vouloir generaliser les techniques d'observables de diagram- 
mes a d'autres types d'objets aleatoires planaires, par exemple les arbres planaires ou les 
partitions planes. L'idee generale est d'interpreter les caracteres irreductibles de certaines al- 
gebres 1 comme observables de ces objets planaires, etant entendu que les esperances de ces 
variables aleatoires sous les mesures de Plancherel de representations peuvent parfois etre cal- 
culees tres simplement. Ainsi, il serait tres interessant de retrouver les resultats asymptotiques 
connus relatifs aux partitions planes ou aux arbres planaires aleatoires par ces « methodes de 
moments non commutatifs ». 

i. Par exemple, si Ton remplace dans ce memoire G n ou GL(n,F 9 ) par (Z/2Z)", ceci mene aux resultats 
asymptotiques classiques liant marches aleatoires et mouvements browniens unidimensionnels. 



Conclusion and open problems 



By using exclusively techniques of observables of diagrams, we have determined the 
asymptotic behaviour of partitions picked randomly according to Plancherel measures, q- 
Plancherel measures of type A or B, measures of parabolic induction, Gelfand measures and 
Schur-Weyl measures of parameter oc > 1/2, oc = 1/2 or oc < 1/2. Our results mostly relie on 
the combinatorics of the algebra 6, which can be interpreted as the subalgebra of invariants 
in the algebra of partial permutations. This latter construction sits in the more general setting 
of semilattice bundles over semigroups, and we conjecture that by using such a construction 
in the context of finite general linear groups GL(n, F^), we could exhibit a natural algebra of 
observables of polydiagrams. This leads to the following questions: 

1. Which semilattices give rise to an Ivanov-Kerov algebra for the groups GL(n, F^)? Other- 
wise, is it possible to construct a Farahat-Higman algebra FH(GL(F (? )), and what are 
the properties of this algebra? 

2. Let X A be the normalized character of the unipotent GL(n, F^-module U A (q). We fix 
a polypartition jj, and we choose X A randomly according to the ^-Plancherel measure 
Mn /Cj . What is the asymptotic distribution of X A (g), where g is an isomorphism of type 

pU (1: 1 B ~M)? 

3. Let x l be the normalized character of the irreducible GL(n,F ? )-module of type L We 
choose x X randomly according to the GL(n, F^-Plancherel measure evoked at the end 
of Chapter 6. What is the asymptotic distribution of the centered random variable % x (g), 
where g is an isomorphism of type jjU (1 : with jj fixed polypartition? 

It is likely that after renormalization, these random variables exhibit a gaussian asymptotic 
behaviour, but this kind of result depends on a better understanding of the characters and 
conjugacy classes of the groups GL(n, F g ). One can consider the same problems in type B, 
and in this setting, the first question to tackle is: 

4. How to prove Conjecture 9.8? In other words, what is the ^-Frobenius formula for the 
characters of the Hecke algebras of type B? 

Notice that there are many proofs of Ram's formula 7.6 in type A, but none of them seems 
easy to adapt in type B. 

The techniques of observables of diagrams are in essence methods of moments in a non- 
commutative setting; in particular, the expectations E[p f( (A)] or E[Z^(A)] for models of ran- 
dom partitions bear some resemblance to the expectations E[FTj' =1 tr M^'] for models of ran- 
dom matrices. On the other hand, we have explained in Chapters 4 and 5 that the methods 
of determinantal point processes used in random matrix theory can also be used in random 
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partition theory. More generally, almost all the natural tools of random matrix theory have 
analogues for models of partitions. Therefore, it is worth asking what these tools can give for 
the new models presented in this thesis, or for other models. Let us mention in particular the 
three following problems: 

5. Many asymptotic results for large random matrices are universal, meaning that they 
hold in a much broader context than the usual gaussian hermitian setting (see the recent 
works [J0I109, EPR+09, ESY09]). For random partitions, we have seen that Kerov's central 
limit theorem has this same property. In which setting can we further expand this result? 
What are the other universal properties of large random partitions? 

6. The Baik-Deift-Johansson equivalence between the GUE and the Plancherel measure 
holds also between the GOE and the Gelfand measure, see [BR01]. More generally, is 
there an asymptotic equivalence between the /3-ensembles and the jS-Plancherel mea- 
sures? How can it be interpreted in combinatoric or geometric terms? 

7. The spectral measures of large random matrices satisfy a large deviation principle, see in 
particular [AG97, Guio4], and [Varo8] for generalities on large deviations. Moreover, the 
underlying rate function involves Voiculescu's noncommutative entropy of probability 
measures. In the original proof of Logan-Shepp-Kerov-Vershik law of large numbers 
([LS77]), Logan and Shepp construct an "energy" of continuous Young diagrams, which 
involves an analogue of that noncommutative entropy, and such that the limit shape 
minimizes the energy. Is this energy a rate function for a large deviation principle 
satisfied by the Plancherel measures? Does this variational principle have analogues for 
other models of random partitions? 

The latter problem can be formulated for a family of deformations of the Plancherel measures 
of the symmetric groups, that is related to the random walks on these groups; it leads to a 
generalization of Definition 3.2 that we wanted to present in this conclusion. If G is a finite 
group and if V = AG g "a ^ A is a reducible representation of G, its Plancherel measure can 
be written as: 

n A dimV A n A g A (e G ) 

where g v is the non normalized character of V. Then, let us deform e G and consider a central 
element c that is sufficiently close to e G in Z(CG). One can associate to c a new function 

tp m n A£ A (c) 

that is well-defined if c is sufficiently close to Zq, because in that case the denominator does 
not vanish. This function Py /C sums up to 1 on G; moreover, if the algebra ZG is split over 
R (this is the case for symmetric groups) and if c is a real linear combination of conjugacy 
classes, then Py /C is indeed a (real non-negative) probability measure on G. 



A very interesting case is when c = e tc with C G Z(RG), provided that G is a group 
such that ZG splits over R. Then, one obtains a one-parameter family of deformations of the 
Plancherel measure of V: 

n A g A (e iC ) n A dimF A exp(^ A (C)) 

1 V,C,t [ A \ ~ 



e y (e tc ) L Ae G n AdimV A exp(^ A (C)) 



and these measures are directly related to the markovian process on G whose law is invariant 
by conjugation, and with transition matrix C. In the case of symmetric groups, one can study 
these measures when 



V = C6 



C = C 



n{n — 1) 



Ci 
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this problem being linked to the isotropic random walk on the Cayley graph of & n with respect 
to the system of generators given by the transpositions. In this context, the limit shapes of 
renormalized random diagrams are some deformations of Logan-Shepp-Kerov-Vershik curve, 
and it seems possible to enounce in this setting some large deviation principles (the case when 
/3 = corresponds to the usual Plancherel measures). 




Figure - Random Young diagram of size n = 1000 under the deformed Plancherel measure 
of parameter = 1/2. 

Finally, it is tempting to generalize the techniques of observables of diagrams to the case of 
other random planar objects, for instance planar trees of plane partitions. The general idea is 
to interpret the irreducible characters of some algebras 1 as observables of these planar objects, 
provided that the expectations of these variables under Plancherel measures of representations 
are sometimes very easy to compute. Thus, it would be very interesting to retrieve the known 
asymptotic results relative to random plane partitions or random planar trees by using these 
"methods of noncommutative moments". 



i. For instance, if one replaces in this thesis <5 n or GL(n,F 9 ) by (Z/2Z)", it leads to the classical asymptotic 
results that relate the one-dimensional random walks and brownian motions. 
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